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第一章向量值函数的积分与 

向量值测度 


本章目的在于把实分析中的基本槪念推广到向量值倩况，这 
里的向量通常指 赋范线性空间中的 由于分析数学的基础是收 
敛槪念，而无限维赋范线性空间又&干种不同的拓扑结构，因此， 
实分析中一个槪念,在向量值函数理论中，往往可以引伸出强形式 
的推广和弱形式的 推广. 两者有区别，又有联系，在某种情况下还 
可能是一致的，它们分别应用于不同问题的研究，丰富了向量值函 
数分析的内容. 

作为引子，我们首先在§ 1.1 中建立了向量值函数的微积分. 
从简要的讨论中人们可以看到，由数值函数过渡到向量值函数，相 
应的概念可能如何推广，也能初步体会到 Hahn-Banach 定理、共 
鸣定理等泛函分析的基本结果在这类推广中的作用. §1.2 和 
§1. 3用于 i 寸论向量值函数的可测性，并在此基础上导出 Bochner 
积分和 Pettis 积分，它们是 Lebesgue 积分在强、弱两种情况下的 
推广，也是较常用的两种向量值函数的积分.本章的另一个对象 
是 §1.4 所讨论的向量值测度，对这种可列可加向量值集函数的 
研究，不可避佘地要大量使用前两节所提供的工具.我们在这一 
节中初步介绍了向量值测度的 Radon-Nikodym 性质，人们对该 
问题研究的兴趣至今未衰.我们还用一定的篇幅讨论了数值函数 
关于向量值测度的积分, Hilben 空间上的谱积分当然可以看作这 
里的一个特例. 
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第一章向量值函数的积分与向置 值测度 


§1.1 向量值函数的微积分 

在本书中，我们用 K 表示实数域或复数域， X 表示陚范线性 
空间.本节中所谓向量值函数是指从 K 的子集 D 到 X 的任一单 
值映射. 

本节作为初等分析的推广，主要讨论向量值函数的连续性、可 
导性和 Hiemann 积分.由于 Banach 空间中有几种不同的拓扑 
结构，即有几种不同的极限，因而相应地产生了几种不同的连续 
性、可导性等概念. 


1.1.1 向量值 函数的连续性 

定义设 OczK , ^是定义于 O 取值于 X 的向量值函数，即 

( i ) 如果对一切 / ex ' 

lim f(x( t )) — , 

则称： T 在 G 弱 连续； 

( ii ) 如果 


lim |ic(f) — 欠 （ ,o)l = 0 ， 

0 

则称 T 在 f 。 强连续; 

如果； r 在 D 上每一点均是弱（强)连续的，那末，称$在 fl 上弱 
(强)连续. 

显然，如果向量值函数 r 在“强连续，则必在“弱连续，但 
反之不然. 

例 1 设有向量值函数 u[o ， i]~>r. 



§ 1.〗 向量值函数的微枳分 
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其它, 


其中，〜是 r 中第 w 个坐标为1，其佘坐标为0的元.于是,易见 


切 -iima：(f ) = 0 , 但 


去 )-: ⑼ 


=1, 所以# 在0点弱连续而不 


强连续. 

特別地，设为尤上有界线性算子全体，则它按算子 
范数是賦范线性空间，自然可以考察定义于 O 取值于 
的向量值函数（也称作算子值函数).这时，常用到下列连续性的 
槪念. 


定义 设有向量值函数 

( i ) 如果对任何: rex ， 均有 

lim f — U ( to ))^ — 0, 

则称 t / 于％处 按弱算子拓扑连续， 

( ii ) 如果对任何 於 X ,均有 

lim || mt )- U ( t 0 )) x \\= O p 

则称"于“处 按强算子拓扑连续； 


( iii ) 如果 

lim \\U(t)-U(t 0 ) 1-0, 

则称£/在 L 处按一致算子拓扑连续. 

显然，由算子值函数按一致算子拓扑连续可以导出按强算子 
拓扑连续，由按强算子拓扑连续又可导出按弱算子拓扑连续.但反 
之未必成立.读者可自行举出相应的例子. 

定理1 设 D 是 K 中的有界闭集， 

⑴如果向量值函数>!弱连续，则{11<左）1|<60}是 
有界集； 


:卜 .. •嘁 rt 為 V -,€■. 命叫 . IK ！ •&松.右 fe 參 TS 诏! ^ 械 _f 和 ^ ^ 
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(ii) 如果算子值函数 SU— X)按弱算子拓扑连续， 
并且X是 Banach 空间，则 {||C/(t)fl |把卬是有界集. 

证⑴由假设，对任何 /^^,/OrG)) 是 O 上的连续数值函 
数，因此，在 O 上有界，即 

sup I/Or ⑴） |< + oo, \/ feX * 9 

t eo 

记 r 为嵌入映射上式即为 

sup|r(a:(t)) (/) |< + co, Vf 6 X* P 

i ea 

由共鸣定理得到 

suplr(;r(t)) B< + oo, 

I €0 

但 h(t)l = kCrU))|, 所以 

sup|;r ⑴ S< + oo. 

t^Q 

(ii) 由假设，对每个 xeX,t 是弱连续的向畺值函 

数，定义于由 （i) 可知 

sup|C/(f )z|< + oo, VxGX, 

I 

再利用共鸣定理，即知 

sup I f/( t) I < + oo . 证毕. 

t eo 

定理 2 设 O 是 K 中的有界闭集，向量值函数 j 强 
连续，则它在 O 上必是均勻强连续的，即对任何 e > 0 9 存在 6 > 0 f 
当 t lP t z eQ , Mrh|<<3 时 

这个结论的证明和数值函数的情况完全一致,此处从略. 

1.1.2 向董值函数的可导性 

定义设 O 是 K 中的开子集，“60,向量值函数称 
为在纟。处强可导，是指存在使得 


向量值函数的微枳分 




x(t^h) 一 ar“ 0 ) 

iim - 7 - — : 0 

h ->0 « 


称心为在处的强 导数； 称向量值函数 z 在“处弱 可导, 
是指存在 ^ ex , 使得 


y ^(^ o +^) —怎（“） 
»兮0 V 办 


/ Or 0 ), v / ex * 


此时，称％为< G 在 h 处的弱导数，记为 oc 0 = a : f ( to ). 

显然，强可导必定弱可导，并且强导数即是弱导数，$在的 
强导数一般仍记为 〆 （《 o ). 反过来，弱可导未必强可导，下面就是 
一个例子.〜 

例1 设有向量值函数^ (一 1,1) — P , 


怎⑴ 


其它， 


〜是 r 中第《个坐标为1，其余坐标为0 的元. 于是 


x( t ) — x(0) \ e »f 
t = ) 


，其它, 


由于 MJ-lim 3 ^) & 以 0 ) — 0 ? 因此 a ; 在处弱可导，且 〆 （0) =0, 

h >0 rt 

丄) — a ：(0) 

但是 ^ - = 1，因而 z 在 4= 0 处不是强可导的. 

n 

由定义容結知道：如果向量值函数 x : D — X 在 t 0 处弱可导， 
那末对任何 /ex *, 相应的数值函数 / OU )) 必定在 G 处可导, 

而且 

{/ WO ”〜 q 0 ~ /( 〆 (“)）. 

佴悬，这个结论的逆命题般并不成立，关于这…点，此处不拟详 



f ) 
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细 L、t 论. 

定理1 设 G 是 K 中的一 个区域 ，向麗值函数 X ， 则 
怎 （ GhaOGO ) 的充要条件是 ^ 弱可导且 x f (t) = o(teQ) m 

证必要性是显然的.下面 k£ 明充分 性：设 T 弱可导且〆 U) 
= o ( teQ ), 此时，对任何 /ex%/ou)) 在口内可导.且满足 

&{/0( t ))} = /( 〆 （£)) ^/( o ) =0, 

因此, /0KG ) 为常数值函数.任取 Geu , 即有 

f(x(t))^f(x(t 0 )) 9 v/ex% 

从而必有证毕. 

不难看出，在某一点弱（强）可导的向量値函数必在该点弱 
(强）连续.实际上，还可以有进一步的结论. 

定理2 设； r 是定义于开集 Q 的向量值函数， r 在“ 
弱可导，则 z 必在4强连续. 

证对任意的 HI'o, iix , n ^ hx ( t 0 -\- s n )- x ( tM . 由于 a; 

On 

在“弱可导，所以对任何 f ^ x * 9 极限 

lim / O 、） 

n >«? 

存在 • 和 1.1. 1的定理1 一样,可知存在常数I,使得 

supl^Ji^TI/, 


从而 

| a ： O 0 + D — r (< 0 ) |6„|^0, 

即 a ; 在“是强连续的.证毕. 

1.1.3 向置值函数的 Riemann 积分 

为了便于今后的应用，这里简单介绍一下向量情函数的 Rie ¬ 
mann 积分， 




§1.1 向 *逋 函数的微轵分 
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定义设 X 是定义于实数区间 [(!,?)] 而取值于陚范线性空间 
叉的向量值函数，对0, 6] 的任一有限分割必：…<1 
作和 

n — 1 

^ ^ — y! (,i+I — h ) ， ^i+lJ 

i = 1 


又记 A = max(G + 1 —~), 如果存在 2 eX , 使得 lim | 心 一2|=0, 那 

i A ^0 

末称; r ( t ) 在 0,6] 上 Riemann 可积， 称为; r(f ) 在 [ a ,6] 上的 

Riemann 积分 ，记作 




x{t)dt. 


由定义立即可知：如果 4() 是 Riemann 可积的向量值函数, 
泛函 fex *， 那末 fix(t)) 必定是 Riemann 可积的数值函数, 
而且 


j f(x(ty)dt. 

和数学分析类似地，有下述基本定理. 

定理 1 设向量值函数:⑴定义于 [a, 6], 取值于 Banach 
空间 X，；r 在 [a，6] 上强连续，则; r 必在[>，6]上 Riemann 可积. 

证 对任意给定的 e>0, 取3>0,使得 

I — Z 2 e[a,6] 时 (jar ⑷） 一aKD I . 

o — a 

由 L 1.1 定理2,这是可以办 到的. 干是，当分割 ，您 2 的相邻 
分点最大距离都小不 <5时， 

由于X是完备的，故仿数学分析可证 { S 0 } 必收敛于X中的一个 
元.证毕. 
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定理 2 (Newton-Leibniz 公式）设 Z 是 Banach 空间，向 

量值函数X在 L a,« 上弱可导，而且/0)在[心6]上 
Riemann 可积，则 

f x r ( t )dt = x (6) — x (a) • 


证 对任何 /eX*， 利用 1 . 1 . 2 的定理 2 有 

f(j h x f (t)dt )=JV(^(0) dt 


1 


b 








因此 


w 

m 


b 


a 


f (t)dt = x(b)-x(a). 证毕 , 


§1.2 向量值可测函数 

向量值函数 Riemann 积分概念在应用上往往受到较大的限 
制，人们根据实变函数论的经验，试图讨论更为一般的 Lcbesguc 
积分.为此，我们先引 入向量 值可测函数的 槪念. 

1.2.1 可测函数的定义 

在本节中，设 (D， 现，/0是完 全测度空间， X 为賦范线性 
空间. 

定义 设有向量值函数如果对任何 / ex % 数值函 
数 / OU)) 是⑴,浼， M ) 上的可测函数，则称是⑷，资,上 

的 弱可测函数. 

定义 设有向量值函数如果 "r 以把 d 分解为有限 




备 1.2 向 fi 值可测函数 


个(或可列个）互不相交的可测集&的并，在每个久上， X (0 取常 
值 x k ex , 则称 z 为有限(或可数)值函数 A 

定义 称向量值函数 kg — x 是 ( Q , 领 j ) 上 强可测函数, 
是指存在一列可数值函数 k „}， 使得 {〜} 几乎处处强收敛于^； . 

由 定义容易看到 ：有限 值函数和可数值函数都是强可测的.而 
且也 是弱可测的；定义于 o 的强（弱）连续的向量值函数必是强 
(弱）可测的； （ o , 保上强（弱）可测的向量值函数的线性组合也 
是强(弱）可测的. 

定理 i 设 ( a , 纫， w 是全有限完全测度空间，则向量值函数 
强可测的充要条件是为有限值函数列几乎处处强收敛的 
极限. 

证 只要证明必要性.设^：〖）强可测，于是存在一列可数值 
函数{2：»( f )} 和 一 个零集*0。，当时， 

汉一 linu:„( t) - x{t). 

n >^o 

取 O 上定义的有限值函数 A (()， 使得其中 心二 
U \^( t )^ x n ( t )}, 由于.“⑴） <co , 这是可以办到的. 记仏 = 

h ^ B 9 , 有 = 当氏 XA ⑴ oUA ) 时，存在时， 

n-^oo 

t 专 B n ， 故而 

s-limx n ( t) 二 s-limx n ( — 

7i > n ^ jo 

即是有限值函数列几乎处处强收敛的极限.证毕. 

1.2.2 强可测与弱可测的关系 

由定义容易得到下面的结果. 

定理 1 设 ) 是山，观，/0上强可测的向量值函数，则; r(D 

①通常把有限值函数也视为可数值函数. 






I •吻， 




V 册叫. 
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是弱 n [测函数， Oi 足实值叶测函数. 

证由假设 ， K () 是一列可数值函数 {〜（？）} 几乎处处强收敛 
的极限，注意到对 f6JC%/0r„U)) 及彳心 （0:1 均是可数值函数，且 
几乎处处收敛于 /OrU)) 和&(◦]，因此，： rU) 是弱可测函数， 
4(()1 是实值可测函数.证毕. 

为了进一步讨论强可测与弱可测的关系，再引 入一个概念. 
定义向量值函数称为可分值函数，是指化(£)|圯 
£3} 是 x 的可分子集.如果存在 tx ( Q 0 ) = o , 使得 { x ( t)\te 
是可分的，则称向量值函数〆是几乎可分值函数. 

引理1 设 (A 领，幻上弱可测向量值函数; rU) 是几乎可分 

值的，则 lk(〖）ll 是实值可测函数. 

证 因为改变实值函数在零集上的值并不影响其可测 
性，故不妨设是可分值的；必要时再用 span { x ( t )\ teO } 代 
替X,可知又不妨设X本身是可分空间. 

由于可分，存在可列集 {zj 在工中 稠密.对每个; Ci, 又存在 
f 氏 x 、= 使得因此，对任何 xex ， 以及 
0,必有 j 使得 Ik— 巧|<6，从而 

|tar||-£<l|xj!|^/ y (^Xsup|A(a: j ) I <sup |/办）丨 + e, ⑴ 

k k 

因为 e 是任意的，由上式可得 

|x||^sup|/ jt (ar)|,x6X. (2) 

k 

在上式中取^为 ar(t), 就得到 

||a：(t)||-=sup|/*(a;(0) I, teQ . (3) 

k 

由于忒（）是弱可测的，即八 OG)) W 二1,2,…)都是可测函数，从 
(3) 立即可知 lkG)i 可测.证毕. 

定理2 (Pettis) 测度空间 （A 纫， JU ) 上向量值函数;强 

可测的充要条件是 4() 为弱可测且是儿乎可分值的. 




§ 1-2 向 J ： 值可测函数 


n 


证必要性设 r (0 强可测，则由定理1 ,蚁可测的. 
取 j 列可数值函数 hU ) 和零巢 D 。， 使得 

ar ( ^ ~ t ) W€^\*Qo 

记，则义^是可分 子集. 显然， 
{ x ( t )] teQ \ Q 0 }^ X lf 因此 3(0 是几乎可分值的. 

充分性因为在一个零测度的集合上改变向量值函数 的 
値，不影响其强可测性，故不妨设忒 （ ）娃可分值的.设办€工，々二 
1,2,…，满足 

{怎“） | |々:：1, 2,…}， （4) 

记仏 t \\\ x ( t)^xA <^ j . 由假设， 对怎 （ O — A 应用引理 
1,可知^可测.又由 （4) 式可知，对每个 

oo 

~ |] Bfcn* 

fc =1 

在 O 上定义向量值函数％ (() 如下： 

k - 1 

x „( t ) = ar *, 当 仏《时. （5) 

/ = 1 

显然，私入 t /召知 (左二 h 2 , …）是一列互不相交的可测集，其并是 

J =1 

Q 9 故而 ： r „( t ) 是可数值 函数. 又由心 G ) 的定义易知对任意的 

ten , 有 

I a: n (0~^(Oll <^-, ⑹ 

故而即 ar (£) 是强可测的. 证毕. 

n 今 oo 

由定理2及其证明过程可以得到下列推论： 

系1 x { t ) 是强可测的充要条件是存在一列可数值函數 
{ hU )} 和一个零集从>,在0\认上 U »(<)} 均勻收敛于 劣 W (也称 


^ ■^晰 mp ， <，钟，郎! 


第一章向量值函数的枳分与向量值测度 _ 

作几乎处处均勻收敛）. 

这只要注意到定理证明中的 （6) 式即可. 

系2取值子可分空间的向量值函数强可测等价于弱可测. 

系3 [ a , 6] 上定义的弱连续向量值函数关于 Lebesgue - 

Stieltjes 测度空间必是强可测的. 

证 假设蚁0弱连续.奴0弱可测是显然的.今证它是可分 
值的.设 ，… }是[0,6]中有理数全体.作 

叉。= span{x ( r ^；) I 左=1，2，”_}， 

X 0 是可分的.对任意的 re [ a ，6], 取 { r t } 的子列{、}，使 r . 
由强连续性，得 “ x (r). 但因强闭，由 Hahn - 

Banach 定理，可知它也是弱闭的，因此， z ( r ) ejC Q ， 故 

{ x (0 丨亡 e [ a ，&]} C ： X 0 ， 

叩; rU ) 是可分值的.由定理 2 得; T (0 是强可测的.证毕. 

系4 设； r(G 是强可测的向量值函数， a («) 是实值可 测的有 
限函数，则 a («) a ：(<) 必是强可测的. 

证 设/6叉' 由; r (0 的强可测性，知它必为 弱可测，故 
/(X ⑴）可测，从而 /(0£<^)2：(纟)）二0：(纟）/0(6))可测，即 OC ( t ) x ( J ) 

是弱可测的向量值函数. 

由定理2可知； r ( G 是几乎可分值的.设口6淡，//(^ 0 )-0, 
UJCG 满足 2, •••} 稠密于 {z ⑴ M « A ： Q 。} •记 

{、丨是 二1,2,…}为有理数全体， S 二 { TjXiti ) M ， j = l ，2，."}. 改是 
X 的可分子集，且满足 

S3 {a(0^(0 I t^Q\Q 0 } f 

这说明 aUXG 是几乎可分值的.由定理2得《(0歧0强可测. 
证毕. 

利用定理2,还可以得到强可测向量值函数列极限函数可测 

A . s m ^ ^ m 4 ^ b f 



i i -2 向量值可测函数 


性的结论. 

定理 3设 x n ( t ) 0 = 1,2,…）均为测度空间⑴，观，/0上强 
可测的向量值函数，{、（》）}几乎处处弱收敛于向量值函数 x ( t )， 
则: r ( Z ) 也是强可测的. 

证 设 lx (^ o )- o , 圯: 0 \仏时，对任何 fex *， 

Um/(x„(0) =/0(0 )， 

n 今 《> 

所以 fUG )) 是可测函数列 {/(〜(<))} 几乎处处收敛的极限，从而 
可测，即蚁<)弱可测. 

对每个 ft , ar „(0 强可测，故存在叉和 ju ( Qn ) 
使得⑴ | zeo \： oj 中稠密.作 

叉 0 span )} ， 

n. j 

叉0 是（强）闭且可分的线性子空间， X 。实际上也是弱闭的.由 
sc ( t ') ^ w -\ imx n ( i ) 9 所以 

fl ^oa 


⑴ Me 


^\(u 

\ n=l 


On C=Xo. 



因此是几乎可分值的.由定理 2 可知： r ( Z ) 


是强可测的.证毕. 

系强可测向量值函数列几乎处处强收敛的极限必是强可 
测的. 

此外，定理3证明中的第一段实际上说明：弱可测向量值函数 
列几乎处处弱收敛的极限是弱可测函数. 


1.2.3 算子值可測函数 

前两部分的讨论当然适用于 ^0) 是算子值函数的特殊情形， 
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但在这种情形1、％ F 列概念更适合于应用. 

定义设: D—s u — X )足算 T 值函数 
(1) 如果存在可数值的算子值函数序列，按一致拓扑几乎处 
处收敛到 C /(0, 则称上一致可测； 

( ii ) 如果对任意的 rex , 向罱值函数强可测，则称 
在 o 上强可测； 

( ill ) 如果对任意的汝叉, / ex ' /0/⑴0可测，则称 "(0 
在 D 上弱可测. 

容易看出，的一致可测性即是把视为通常的 向量值 
函数的强可测性. 

算子值函数的三种可测性之间，有下述的重要关系. 

定理1设 X )是算子值函数，则 

( i ) WO 强可测的充要条件是弱可测，且对每个 
U ( t > 是几乎可分值的； 

( ii ) t /(() 一 致可测的充要条件是 f / G ) 弱可测， 且在 B ( X — 

叉）中是几乎可分值的. . 

证 （ i ) 由 1.2. 2定理2直接可得. 

( ii ) 必要性设 f / U ) —致可测，由 1.2. 2定理2的必要性部 
分可知 C / G ) 在 B ( X -> X ) 中是几乎可分值的.又由定义可知 U ( t ) 
必是强可测的，从而再由 L 2. 2定理2必要性部分知是弱可 
测的. 

充分性 先证 l !?/ G ) fl 可测.由于; 7(0 在召又）中几乎 
可分值，故对任意的 t A 在 X 中几乎可分值,从而由 ⑴可 
知 V ( t ) 强可测. 

不妨设 U / CGUeO } 是可分的.于是，可取到 X ) 
(i = l ，2, …），{仏}在{£/(£)|托奶中稠密.对每个 I 取 {〜}, 
满足 
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Ikuii -i, WUiXuiMUiW-^ 

sf 

由于 t/(() 强吋测，故由 1. 2 .2 引理 l，||6Xf)&|| 可测.今证 

||t/(OHsupiif/XO^ill. (1) 

如 （1) 式得证，则立即可知 WG)II 可测. F 面仿 1.2. 2引理1的证 
明来证 明 （1). 注意到对确定的〖，址然有 

snp\ l U(t)x ij \l^lU(t)\\ 9 

ij 

反之,对任意 的乂取 使 il 6这样 

sup\,U(t)x ij \\^\\U(t)x ij [ 

i j 

> WUiXuW - I 0 / ⑴ —R) … j| 

II" ⑴ II —4， 

J 3 

由的任意性，即得 (1> 式， 

现在，用 V(f) 代替 1.2. 2定理2充分性证明中的 z(Z), 重复 
同样的过程，即得 C/G) 是一致可测的.证毕. 

§ 1* 3 Bochner 积分和 Pettis 积分 

把向量值函数的 Riemann 积分推广到更一般的 Lebesgue 
积分，可以有强和弱两种不同的方法，它们分别导致 Bochner 积分 
和 Pettis 积分的概念.由于 Bochner 积分的应用更多些，所以本 
节大部分篇幅将以这种积分为对象.为方便起见，我们先以 Pettis 
积分的简单介绍开始. 

在本节中，进一步设 (A 领, M) 为完全的全 cr- 有限测度空间， 
X为 Banach 空间 • 
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第一聿向量值函数的积分与向量值测度 


1.3.1 Pettis 积分 


定义设有向量值函数 X , 称； r ( t ) 是 Pettis 可 积的, 
是指对任意的匆，存在〜 6 X , 使得对一切 /6 X % 积分 

1/0(0办（^)存在，且 

此时，记 

( P ) 二 x s . 


并称 以是 ) 在 五上的 Pettis 积分. 

注意，当 a：(£)Pettis 可积时 ，在每个 Be 领上， Pettis 积分 

嘸 

( P ) xUVmG ) 是唯一确定的，这是 Hahn-Banach 定理的直接 

J E 

推论. 

由定义可以直接看出下列 事实： 

( i ) 当 X 是实数域或复数域时， Pettis 积分即通常的数值函数 
的积分. 

( ii ) Pettis 可积的向量值函数必是弱可测的. 

( iii ) 当;^(?)，；2： 2 (0均为 Pettis 可积时，线性组合 aa ^( f ) + 
办 2 (()也是 Pettis 可积的，而且对每个 E ⑽， 


(P)^ E (ax l (t)-h/3x 2 (t))dfi(t) 

= oj{(-P) [ *4 ^{ (P) 怎 2( ( )4#(0}* 

J B • E 

( iv ) 如果 x ( t )^= v ( t ), 则它们的 Pettis 可积性是一致的，而 
£当 Pettis 可积时，在每个瓦6观上，积分值相等. 

餘先，在自反空间的条阼 K ,讨论-下町积性的定义. 





§1-3 Bochner 积分和 Pettis 积分 


定理 1 设 X 是自反空 间，; r ( t ) 是叉的向量值函数，且对 

_ 

任意的 /6 X *, f(x(t))dfi(t ) 存在 ，则; r ( t ) 必是 Pettis 可 积的. 

J J> 

证对显然/(2( 0)^(0 存在.作 X •上线性泛 

J I 

函尸： 

F(f) = \j(x(t))d^(t ) 9 fex* ( 1 ) 

如果能证明 Fex** y 由于 x 是自反的,便可取到 x B ex， 使 

fex *， ( 2 ) 

由 （1), (2) 可知 4?) 是 Pettis 可积的（且在丑上的 Pettis 积分就 

是 心). 

考察线性算子 A X*—L(E ， ^),其定义为 

fex ' 

今断言 t 7 是闭算子.实际上， 设八， / ex *, ||/„一/||— o , 又设 
gGL{E，A， || T /„- y | U ->0. 显然尺必 ( T ), 又对任意的设 

Ifn ( 怎 ( 尤 )) I <||/ n — /|| ||0?(t)|| - >0. 

另一方面， 

||/ n (a:(0)~S r IU == 0. 

因此必有从而二 h 这就证明了 T 7 是闭的.由 
闭图象定理， T 是有界的， 这样 

I / Or ⑴ ）1 扣⑴ 

JS 

即 FEZ *' 证毕. 

下面的定理说明 Pettis 积分与有界线性算子的作用可以交换 
次序. 

定理2设 x,r 均是 Barwh 空间， r ), 如果向量 


‘t.w, 義吻， 
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值函数 x : D—X Pettis 可积，则向量值函数 T ( x (-)): Q -> Y 必为 
Pettis 可积，而且对每个 £€淡,有 

( P ) ' Tx ( t ) dfi ( t ) = T {( P ) f 

J M J E 

证对五 6 淡， 记〜二 （ P )| x (0 私 G ) •由 Pettis 积分的定 

J B 

义，易知只要证明对每个 / e : r ，/( rr ( t )) eL ( A //), 且 

f f ( Tx ( t )) dfi ( t )^ f ( Tx s ) 

J B 

即可. 

记 t 的共轭算子为对 / e : r ' 有因此 

f ( Tx ( t )) = 『/) 0( t )) eL ( E ， fi )， 

而且 

( ( T * f ) 

JM J B 

= ( T * f ) ( x £ )= f ( Tx B ). 证毕 

1.3.2 Bochner 积分 

首先，给出 Bochner 积分的定义. 

oo 

定义 ⑴设有可数值的向量值函数 [} E k9 

10 = 1 

其中 {仏} 是 O 中一列互不相交的可测集， 

x ( t ) — x k , 无=1，2,…）， (1) 

如果 IkU )!|可枳，则称; r ( t ) 是 Bochner 可积的，且对 故说 、规定 
其 Bochner 积分为 


(B)\ e x(t)dfi(t) (^n^). ( 2 ) 

( ii ) 如果向最值函数是可积的可 歎值® 数列 {〜(（)} 的 
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几乎处处强收敛的极限，且 

limf \\x(t)~x n (t')\\dfi(t)~O f (3) 

» ^OO J O 

则规定 怎 ( 玄）在 [ 淡 上的 Bochner 积分为 

(B) x(t)dfi(t)=lim (B) I x n (t)dii(t), (4) 

. S J E 

这个定义的合理性是需要补充说明的 . 

第一，在 （ ii) 中，由千％ (G 均是强可测的，由 1.2. 2 的定 
理 3 的系，可知 zU) 是强可测的，因此 |k(G —“(t)l 是可测函数， 
从而 (3) 式左边的积分是可以定义的 . 

其次，我们证明 {( S)f 是基本序列.实际上，由 

J £ 

可数值函数积分的定义 （0 ，容易得到 

(B) (B) J 

— (B) i)ldfi(t) 

(I J s I 

啤 

< j 霣 1 ^ n ( f )— 怎 m ( O S 忒 "(,） 

- 欠⑴ ⑴ 

_ 

+ il X m ( t) — x(t ) ]dfi(t )—0 ， 

j a 

因此， （ 4) 式右边的极限存在 . 

最后，易知 (4) 式右边的极限与满足 （ 3) 式的 {&(()} 的选取无 
关 . 这是因为满足 （ 3 ) 式的两列可数值函数交错排列后得到的序 
列仍然满足 (3) 式 . 

定理 1 Bochner 可积的函数必为 Pettis 可积的，且在每个 
Eem 上，两种积分取值相同 . 

证设有如同定义所述的 Bochner 可积函数 x(t ) 及可数值 
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数值函数列 {〜（（）}, {心(几乎处处强收敛子 ) 强可 
测，且由 k «( t )| eL ⑴，淡， / i )， n 充分大时，由 ar (() 可积的定义得 

知 x„(OII^G)< + co , 因此 

[la:(0il^(0< 1^«(0S^(0 

J D J O 

充分性设 x(o 强 可测，且•因为⑴， 
课,/0是^有限的， 故 存在一列互不相交的 可测集丑》，满足 0 = 


oo 


U 五”，而且(仏 ） <+oo (« = 1,2, …）- 

n = 1 

对任何的£>0，由 1.2. 2定理2的系1，可取到可数值函数 
使得对 A 上几乎所有的〖成立着 


k …⑴ 一 ^ ⑴ 11 < 


2 " (/i (£„)+!)* 


⑻ 


作公上 的可数值函数 A : 

x t (t)=x n Xt) 9 t^E ny »= 1 , 2 ，•- 

由 (8),(9) 可见 

jjx ⑴ - ⑴<自 2 ，(夂 


⑻ 


( 10 ) 


因此, 


limf 1 怎 ( （）一怎 *(()1 忒 M( 之 ) = 0. 

t -^0 J c 


(ID 


另一方面， 


J O JO 


i • o . r « •赛， .<• _. 令 



茂向最値函数的积分与向量値测疙 


心⑴一 2' U )1 办⑴ <+ CO , 


(12) 


即 1(() 是可积函数.由 （11), (12) 及 Bochner 积分的定义，得 
是 Bochner 可积的 . 证毕. 

注由定理2充分性部分的证明，实际上可以得到如下的 
结杲： 

设无（^)是 Bochner 可积的，则对任何 e>0, 必存在 O 的一 

oo 

个分割其中厂《互不相交，对任取的可数值 


函数 


xXt )^ x ( t n ), t 6 F n ， W 二 1，2, 


(13) 


是 Bochner 可积的，且 


IjA ⑴一怎⑴⑴ O, 


(14) 


对更精细的分割，估计式 (14) 依然成立. 

为说明这一点，按定理证明中的记号，把每个艮分割为互不 
相交的可测集 U ( « m> } 的并，在侮个於 T° 上， x ne ( t ) 取常值.重记 
{ 坑 m) } 为 {&}• 干是，当 t € F k XZE n 时，按 （I 3 ) 定 i 的 1(0 满足 

|x( t)~X t ( ^ )|| ^ 1x( O Oil + \^nXt)~X t {t )|| 

= |x(t> —af ft ,(OI + 1 〜（ 4) —x(4)l 


2e 

F ("⑹ + 1? 


类似干 （10), 可以得到 


\ x { t )^ xXt )\ dii { t )<2 s f 


(15) 


再取新的为即可. 

2 


利用定理2可以构造一个 Pettis 可积而并非 Bochner 可积 


的例子. 
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例 1 设 A 是收敛干0的数列 {； r „} 全体按通常的线性运算及 
范数二 sup | a ：„| 所成的 Banach 空间， m 是[0， oo ) 上的勒贝 

n 

格测度.向量值函数;定义为 

x (t)=^e n , t^[n — l 9 n) y 1 , 2 ,… 

n 

其中 e n & c 0 中第 n 个坐标为1，其佘坐标为0的元素，则 KO 并 
非 Bochner 可积，但却是 Pettis 可 积的. 

实际上，注意到 

(b(’)S#(0= s 去 =°°， 

Jo n= 1 

由定理 2 可知 : r (() 不是 Bochner 可积的. 

另一方面，当 f = { a n } e ( co )* = V B +, 对[0, co ) 中任一勒贝格 

可测集五，如记 E n = Ef ] [ n - l ,7 i ), 则有 

00 

J S 1 ^ ^n 

m ( EJ =f(xE ^ 

n 

71 = 1 

其中巧二因此，; c ( t ) 是 Pettis 可积的，且 


1.3. 3 Bochner 可积函数的性质 

Bochner 积分具有和通常的 Lebesgue 积分类似的若干基本 
性质.记测度空间 （ D ， 现， M ) 上取值子某 Banach 空间 Z 的 
Bochner 可积函数全体为 B ( f 3, 叉， 〆 ）•由 Bochner 积分的定义 
和 1. 3. 2定理2,不难得到下面的 结论. 
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定理 1 设 ⑷，则 

⑴对任意的数《, 成 cw(G + 办且对任意 
的 E ^ m y 成立着 

L<xx(t) J r ^y(t)']d^(t) 

=af z(t)du(t) + fi 

J E J S 

( ii ) 如果 〆 G 那末 

f y { t ) dKt ) 9 

J B J K 

( iii ) |< jj | x ( OI ^(0, V 從淡. (1) 

古典分析中的 Lebesgue 控制收敛定理对于 Bochner 积分依 
然成立. 

定理2设 {〜（？）} 匚叉， W 儿乎处处强收敛于<()， 
F ( t ) eL ( D t / i ), 满足 | ! 心（0||<厂（尤 ）， n = l ,2，."， 则怎 
BCD 9 X f fi ) f 而且，对任意的 

liml Xn(t)dfi(t ) 二 x( t t ). 

n-^ooj g * g 

这个定理的证明从略. 

下面的定理3和定理4分别给出 Bochner 积分的“强可列可 
加性”与“强绝对连 续性' 

定理3设 { E n } 是 Q 中一列两两不相交的可测集， 
b ( o ， x , m ), 则有 

广 00 • 

j 0 ^(t)dpL(t), (2) 

It = I 

这里的和式表示强收敛意义下的极限. 

定理4设: r ( f ) e 5( fl ， X ，/0, 则对任何 f >0, 存在(5>0,当 
芯 e 观 ， a (幻 <3时 
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I <e. 


(3) 


这两个定理的证明主要是利用定理 1 的 ( iH ), 此处从略. 

定理5设叉， F 均是 Banach 空间， T 是 X 到7的闭线性算 
子，斥方(从 JC , 私 ） ， t ( D ， y , jtz ) ，则对任何 Ee & t ， 


t\[ x(t = Tx(t 

LJ B 」 -f 


(4) 


证首先，我们利用 1.3.2 中定理2后面证的结论，用互不相 

oo 

交的可测集= …）分割仏，取心6尾,令 


x •( 亡 ) = xU„), t6E n ， w=l,2, … 


使得 


|a;( t )— zX ^ ) I 忒 / 


同时成立.注意到 


X M (t )d^( t)= x(t n )fl{Ef]^n) 


s -\ im ^ x ( t n )^( EC \ E n ) 


(5) 


( 6 ) 


Tx •⑴ dMO ^^Txit^fi^nEn) 


s-lim T 


r N 

- w = l 


(t n )fi(En^n) L 


由于 r 是闭的，因此 L 以 f ) 私奶 CO , 而且 

T j X,(t) 4f^ (t) = j Tx,(t)dfi(t)， 


⑺ 
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取一列0,由 （5) 及定理1的 （ iii )， 得到 

⑴仏⑴- j 

j s 

同样地，由 (6),(7) 可得 

t \\ x tn { t ) dfx ( t ) 

*— * E — 

= Tx e ( Tx(t ) dfi ( t ). 

J i? J B 

再一次利用 t 的闭性，即得 [ 奶 ( T 7 ), 且 ' 

E 

ir ( O ^ M (0] = f Tcc ( t ) dpt ( t ). 证毕. 

- J B .i J B 

系设: resu —： F ) 3U ) e £ K 公， x ,#), 则 Tx ( t ) eB ( Q , Y , 
/0,且 

rrf o ： ⑴仏⑴] Tx ( t ) dfi ( t ), ysem . 

J E ^ j E 

证只要注意到如果 {^ G )} 是一列可数值的可枳函数，几乎 
处处强收敛于 z ((), 且满足 

Hm f ||a?( f ) — z„( t) li/i( 0 = 0, 

n - ¥ozJ a 

那末 { h rt U )} c ： B(A y , /0 也是一列可数值函数，几乎处处强 
收敛 f ^(0, 而且 

f ITx n ( t )~ Tx ( t ) ldix ( t ) 

J O 

<[m\\x n (t)^x(t)idu(t)^o 9 

J Q 

因此，证毕. 

和 Z ⑴,领, //) 的完备性一样，可以证明 、 

定理6线性空间 S ( D , JC ,/0 ( 其中，几乎处处相等的函数 



视为 M …)按范数 
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1 !: 1 卜 I b ( 0!!^^(0 ( 8 ) 

J rj 

是 Banach 空间. 

证容易看到按 （8) 是赋范线性空间，今证它是 
完备的 . 设{“（£)}〔忍0^叉,/2)是基本序列,取子列{、(（)}，使 
n 时 

1 ( 0 — X„ fc ( t )\\ du(t )<^2-. (9) 

• D 故 

oo 

所以，乏] f 1^/0 — x rt H(OII 办 （0<+°o •由 Levi 引理可知， 

k - 2 ^ ° 

对于儿乎所存的/, 

00 

2 1 s ⑴一、 P) II <+°°, 

2 

因此，级数 

QO 

怎 Bi ( 亡 ) 十2^ [\(尤 )— 尤7»卜1(亡 )] 

— 2 

几乎处处强收敛，记其极限函数为 r (0. 由 1.2.2 定理3的系， 
〆（）是强可测的. 

在 (9) 式中，令 F— 00 ，由 Fatou 引理又得 

11^( ^ ) — ^n k ( ^ ^ (10) 

J £) K 

由此可知 

f llx ⑴ 3 办 ⑴ < + oo . 

J Q 

由 1. 3. 2 定理 2 便得 x ( t ) eB ( Q ， X ， A . 

注意到 
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j 少⑴—〜⑴心⑴ 

1 x ( 01^(^) + j fi li S ： n k (t) — X n (t)\\dfi(t). 


由 （10) 式并利用{%(£)}是基本序列的事实，易得 

limf laf(t ) —x n (t )||rf/i(t ) = 0. 证毕. 

现在，设纫 uMO 和⑴ 2, 领 2 ,M2) 分别是两个完全全 J 有 
限测度空间.记它们的完全乘积测度空间为（从X , X淡 2 , 

fi\X fit )- 关于 Bochner 积分,也有下述的 Fubini 定理， 

定理7 设 怎（名， 5) 是 （ AxOji ， x / n 2 ) 上的 
Bochner 可积函数，则 


y ⑴ =f xdt , s ) dfi z ⑻, z ( s ) = , x ( t 9 s ) dfiX ^) (11) 

J D ， O a 


分別在^^和上几乎处处有定义，并且 


x ( i 9 s ) dfi x x fi 2 


* x G I 


y ( t ) dpi i ( t ) 


( 12 ) 


证因为 A X//2 零集的截口几乎处处为零集，故改变^1 X ^2 
零集上 X(«,S ) 的值不影响定理的结论，所以，不妨设是可 
分值的. 

对任何可测，所以 /0(«, S)) 对几乎所有的 
是 s 的可测函数.由 1.2,2 定理2,对几乎所有的 《,a：(«，s) 是 s 
的强可测函数，同样可知，对几乎所有的心蚁“約是 < 的强可测 
函数. 

对 |1 用数值函数的 Fubini 定理，知 


和 f \\ x ( t f 分别对儿乎所 有的纟 和几乎所有的 s 是有 

^ O ^ 

限的.由 1.3. 2定理2, (11) 中的两个积分几乎处处有定义. 
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对 / ex *, 由定理 5 的系， 


9 

/( 穸（玄 ）） = /( 怎（名，茂 ）） 忒 "2( 改）， 

J 


故 /( y ( G ) 可测.又对几乎所有的 G 

y(t)^ ： span{x(t f s) | (^, s^^D t x Q t } 9 

所以 Ht ) 是可分值的.再次利用 1.2. 2 定理 2, 便知强可 

测.又因为 




lx ( t 9 X fi 2 < + 00. 


由 1. 3.2 定理 2, K 是 Bochner 可积的.同样, 是 Bochner 
可积的. 

由数值函数的 Fubini 定理及定理 5 的系，得到 

/( f ^o{t 9 5 ) 〜 x/i 2 )= Kx{t 9 s))dii x x^i 2 

\J O i xQ 2 / J 0 x ^O 2 

― f ^ ) /( 疋(亡，汉 )）# 2 ( S ) = f /(夕(（）)名/ ) 

J D x J 0 2 J Oi 

= /( j 。 

上式对一切 成立 ，从而 

I x(t f s)dMtX Ms= I y(t)dpi l (t\ 

J J o t 

同样可知 (12) 中第二个等号成立.证毕. 

为满足后面的需要，我们对 Bochner 积分的性质作一些补充 
W 论.下面，设0为》维欧几里德空间， w 是通常的 Lebesgue 


测度. 


设 J 是上的有界开矩形, aex . 


(13) 


(a f t^I 9 ^ 、 

x ( t )— ] 一 (13) 

< o , tei . 

皆先， 我们说明这类函数可以用支集有界 的向量值连续函数按 
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的范数逼近.实际上，作两个开集 /", 使得 re/, 
且为有界集.定义 

P am P “,n • 

显然， zer 时 /( o =«; 祀 /〃时 /(o 二 o , / u ) 是支集有界的连 
续函数 ，当饥(/〃 6 — /')— 0时， /( o 必以积分平均收敛于4亡）. 

我们把形如 （13) 的函数的线性组合称为阶梯 函数.由可积函 
数的定 义得知，可积的可数值函数全体在 中稠密 ，因 
此，阶梯函数全体必 定在別 x ， m 、 中稠密，再由前段说明 可知支 
集有界的连续函数全体在 B { Q , X f m) 中 稠密. 由此，可以 得到下 
述定理. 

定理 8 设⑴， X,m), 则 

lim f |i x( ^ -ha) \ dm ( i ) = 0, (14) 

1 

其中 ， a = (Otj, 0£n) ， 2( 尤 — 0£) = i •**, i n ~i~ ^n) • 

证 （14) 对支集有界的向量值连续函数显然成立， 利 用稠密 
性易知 对一般的可积函数也成立.证毕. 

定理 9 设 x ( t ) eB ( Q f X 9 m )， 数值函数 / U ) 有界可测 ，则 

^(1) — | ~f |)( Z 7 k ( t ) 

Jo 

是 s 的连续函数. 

证积分的存在性是 a 然的.设 i / G ) i < M ( v ^ eQ ), 有 
1^(^ f a) — (|) I ^ j j /(,) I 4 I f a) — a:(I + O limit ) 

J £} 

■ 

M \ a ) — x { r ) !： d ? n ( r ) ^0 f 

. Q 

这里，我们利用了 Lebesgue 测度的平移不变性及定理 8 的结论. 

■ ^ ，- k 

证毕. 

j 
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1.3.4 算子值函数的 Bochner 积分 

设 X，F 是 Banach 空间，今考察定义于()，取值于 B(X ^ Y ) 
的算子值函数的可积性. 

前面已说过，算子值函数的一致可测性，即把它看作通常的向 
量值函数的强可测性.如果把算 f 值函数视力一般的向量值函数， 
按前面的定义它是 Bochner 可积的，则称它足一致 Bochner 可积 
的.由 1. 3. 2定理2可以 知道： 算子值函数 i/U) 是一致 Bochner 

可积的充要条件是为一致可测，而且 f W ( t ) i：rf^(0<4-oo. 

J Q 

定义于 D， 取值于 F) 的一致 Bochner 可积函数全体记 
为石如果(幻， F ), p ), 则其一 

擎 

致 Bochner 积分为 . 

• o 

定理 1 设 5( x^0,#)，则 

ir ( tyEB ( Q ， ZKF*—X*)，"）， 并且 

(j U(t)dfi(t)^ U*(t)d/u(t). (1) 

证 对 WoezKAscx — y ),//), 由定义，存在一列可积的 
可数值函数 { y n u )}, 它按算子范数几乎处处收敛到而且 

[ lU ( t )- U n ( t ) ldfi ( t )^0, 由于共轭运算是保范线性的， 

J Q 

所以，按算子范数 {£/:(()} 几乎处处收敛于 wo , 1 L ii j lu *(0 

J o 

注意到仍是可积的可数值函数，因此 
u *( t ) eB ( n , B { Y *-> x *) 9 fi ). 

CQ 

对任何一个按算子范数意义下收敛的算子值级数，成 


立着 
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所以对可积的可数值算子值函数)，有 

两边取极限，即得 

^ ^ u*c t ) dfi ( t ). 证毕 • 

另一方面，若对每个汝叉, £/ oe £ KD , r ,#), 则由前面的讨 
论， v ( x ) = \ 现在证明这样的 f 定义了叉~> F 的 

j a 

一个有界线性算子. 

定理2如果对每个 x 6 X ， 有 U ⑴ xeB ( Q ， Y ， /0,规定 

V ： x\ ~> f U(t)xd^i(t), 

J Q 

则 reecjc — y ). 

证显然, r 是线性的.考察算子 

W:xi—>U(t)z f 

易知 W 是闭线性算子，由闭图象定理，研有界，故 

\Vx\<\jU( < t)xld/i(t)^lWx\\^IWnx \ 9 

故 V 有界. 证毕. 

通常称满足定理 2 的算子值函数 u ( t ) 为兔 Bochner 可积的 , 
且规定其强 Bochner 积分就是上述的 

容易看到，一致 Bochner 可积必定导致强 Bochner 可积，此 
时，一致 Bochner 积分等于强 Bochner 积分. 


§ 1*4 向量 值测凌 
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§1.4 向量值测度 

本节介绍一类特殊的向量值 映射： 向量值测度，即定义 于某个 
a 代数上可列可加的向量值映射. 

首先，类比亍数值测度，我们直接引入向量值测度的定义，并 
讨论它的一些初等性质.其次，我们要介绍向量值测度的 Radon - 
Nikodym 性质，这是向量值测度理论研究的中心课题之一.限于 
篇幅，这里的介绍只能是初步的.最后，我们还将讨论数值函数关 
于向量值测度的积分.如所周知，这类积分是线性算子谱分解不 
可缺少的工具. 

在本节中，设 （ A 纫， #) 是全有限测度空间，用 X 表示 Banach 
空间. 

1.4.1 向置值测度的基本概念 

定义设有映射 A 满足可列可加性，即对任何一 
列互不相交的可测集 {4} ,有 

/ 00 \ CO 

F [ [] E n U ^ F ( E n ) p (1) 

\ 11 = 1 J n = i 

其中右端的级数表示 j 按 x 中范数收敛的极限，则称 F 

为@上的 向置值 测度. 

如果 P 是向量值测度，则容易 看出： 

( i ) F (0)- O ; (2) 

( ii ) 当是纫中有限个互不相交的元时， 

f 


(3) 
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( iii ) 当五!，五，且^：3五 2 时 

F ( E \ E 2 ) ^ F ( E ,)- F { E t ). (4) 

例1设 T 是 l [0,1] 到 X 的有界线性算子，对任意的 Lebesgue 
可测集 义规定 厂(幻=以；^)，其中是集合芯的特征函数.易 
见对任何可测集芯， \ F { E ) \\< iT \\- m ( E ) f 这里饥（忍)表示茗的 
Lebesgue 测度.由此可知，如果{五„}是 [0,1] 中一列互不相交的 
可测集，则有 






n^N-n 


<|| Ti|limm |J E n U 0 : 

\ >7 1 1 / 


n ^ N^l 


故 F 满足 （1)， 即它是向量值测度. 

定理1设尸是 •^上 的向量值测度，则 

sup||F (忍） |< + oo. 




(5) 


证一如果 


suplF (五） S 二 oo, (6) 

取 //A 涴，使得 |F (仏 ）|‘1 + 28F (⑺ ！• 因为 F { H X )^ F { Q )~ 

所以^(0\仏）||>1.另一方面，由 （6) 可知 


sup{||F(^) UEe^.ECZff,}, 

Sup{||F (五） \ \E€ ： ^ 9 EClQ\H x } 

之一必为 0 O . 若前者为令晃 : H 1 ; 否则，令芯 1 = D \ H U 这样总有 
sup(l F ( E ) ii I E ( ZE l } = + oo f \\ F ( E { ) |>1. 

用及代替类似于上述讨论，可得芯#.领, ACA , 使得 
sup{| F(E)l \Eem, E^E 2 } - f oo, I F(E 2 ) II >2, 

如此下去，得到一列单调下降的 w «}, 使得 


sup { II /\ 起）1 I EeM, Ec ： E n } = f oo, I F{E n ) || >». 





但是 

FiEJJzF ⑼ — FiQ'EJ 
= F ( Q ) — { F ( Q\EO 

fc = l 

n - l 

由尸的可列可加性，得 HmEF (私\爲 + 1 )存在，此与(私 

… K:i 

相矛盾.证毕. 

如果，是向量值测度，任取 / ex % 作例上的数值函数/。心 
foF ( E )^ f ( F ( E )), { E ^ m . 显然，/。/^是通常的（广义）数值测 
度.常用来讨论#的性质.现在，用这个想 
法提供定理1的另一个证明. 

证二由于对任何 / ex *, 数值测度 foF 必是有界的，即 

sup|/ ( 尸 （五 ） ）|< + co, 

利用共鸣定理可知 

sup «^(^) l <- 证毕 • 

通€及 

我们还需要关子向量值测度的变差及半变差的概念. 

定义设尸:淡 — 叉是向量值测度， Etm ，/r 是把芯分解为保 

中互不相交的有限个元的分割，规定 

. |F|(^)-sup2]lFU)i|, (7) 

n ^4 € 

称 I FI 为 F 的变差.如果 IPI ( O ) < + oo , 则称 F 是具有有界变差 
的测度. 

由定义易知，例1中引入的测度 F 是具有有界变差的 ，術 
上，对任何 溪， \^\\ T \\ m ( E ) 9 因此 五 XTIim ( E ). 

定理2 设 F 是具有有界变差的向量值测度， 则叫 是沉 [: 
的非负数值测度， 
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证 显然，是朽限可加的.若{仏}是淡中一列互不相交的 

oo 

7己7足把 (J 分解为谈中互不相交的元的一个分割，则 

11 = 1 

A^w 7 i 

<2 Zll ^^ n ^ n )! 

n 

-2 2 i ^(^ n ^ n ) i < I ] \ f \ cej , 

n A^>€ n 

由 于上式对一切^成立 ，故而 

\F\l \jE n )^J2\F\(E n ). (8) 

\ n-i / n = i 

由干 Ml 有限可加，故对每个《， 

^\ F \( E k )^\ F\l Q ^* k | F | l U E n \ 
fc-i \ h^l J \n=i j 

令 fl — OO , 即得 

^ 2 \ F \( E n )^\ F }\ Q^A (9) 

u=i \ n = l J 

由 （8), (9) 可知 IF 丨是可列可加的. i 正毕. 

现在，考察一类特殊的向量值测度的变差 • 

定理 3 如果 / eB ( D , X ,/ i )， ，（五）/⑴扣 （ O , 则 P 是 

J S 

具有有界变差的向量值测度，且 

\f\(e)^\ \\f(t)\\dfi(t) f yEe^ do) 

J B 

证 易知 F 是可列可加的，设7是既淡的一个分割 

21^)1= Si ( f ( OdM ( t ) i < s ( ii /( Oii^(o 

A 泛 n JA A 

= 1/ ⑴⑴？ 

J fl 
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因此， 


反之，对任何 e>0， 取一列有限值函数 {/„} ，使得 Um 1/(0 


Q 


_/ fl U ) i “（ t ) = 0, 设《。满足 

Wf(t)-fn 0 (t)ldjLl(t)<€ f 

J a 

又设沪把方分割为若干个使 z )分別取常值的可测子集 ，开是 
^ 的细分，满足 

A^n ^ A 

• ■ 

注意到 ll/„ 0 ( O ； rf^(O Xlll ，所以 


A^Z 7f 


J E 

A €^ J A 

+ 2 if / ⑴仏 ⑴ HI f /n 0 ( 0^(01 


A 6 n 


m 

\ g Wf ( t )- f no ( t )\\ dfi ( t )<2 e t 

综上，便得 

\F\(E) ^Mm\ l/„(t)!!^(0 

= |/(011^^(0* 证毕. 

J E 

注 如果# 是广义实值测度， O 二是 O 关于 M 的 Hahn 
分解，，（五 ）= "(芯 PM )， 芯）=一"（五 HB)， 规定向量值测度 

F 为 
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£ 向量值函数的积分与甸 E ： 值测度 


m « , 

F ( E ) = fdfi ^ ) fd ^~ I fdfjr ， 

• E J E J E 

则由定理 2,3 可知 

\ F \( E )^\ F \( Ef ] A )^\ F ]( EHB ) 

J EOA J BfiB 

=(m 如 + + f ll/i: 扣 - =f \fU\ui\. 

J B J E J E 

这个结果以后将用到. 

定义设 R 纫 — X 是向量值测度,€6现，规定 
II Fl ( E ) - sup {|/ oF | W |/€ XM !/1<1}, V 從观， 

称 WII 是 F 的半变差.如果!7!(卬< +〜，则称尸是半有界变差 
测度. 

定理4设 A 纫 —X 是向量值测度，则 

⑴对 五⑽， 记； r 足把五分解为领中互不相交的元的分割, 

那末 



iiFII (^)-sup{|i U °^ nF ( A n )l 1 

(id 

(ii) 

SUP {IF(H) !i | E^H^m < 1： F 1 (E) 



<AsnpUF(H) 1 \EZ^HeM}; 

(12) 

(iii) 

如果 淡， 那末 



/ CQ \ IVj 

m U a w ⑹， 

\ n =^\ J n ^\ 

(13) 

证 

(i) 设兀二 {乂!，…， /U}, % <1,$二1，.”，《，则 



IS^FU,) IKsupd/CSa^U,)) I fex* 9 ii/Kl} 


< su P { S|/JUOI i / ezM / Kl ) 

I 

Ol^li ⑻- 



反之，对 / tx % 令心二 arg / JG ^)， 

2]|/ oF(^-)l = ) 

i = 1 I \^ 1 j 

-…尸⑷ )1 

J = 1 

<sup{||Sa i /? T (^ i )||j |a<|<l}, 

这就证得了 （11). 

( ii ) 首先， 

sup {|| F (^) || I 

i 

i. 

= sup {\ foF { H )\ 丑〕丑 6 课， / OT *,|/||< l } 

<sup{[/oF|(^) I/ex% IK1 } 二 ||/ni ( 五 ） • 

另一方面，设^二 { A ，…， 是把 $ 分解为领中互不相交的元的 
分割， / ex *, |]/|<1.当叉是实 Banach 空间时，记 

jt + ^{ n\foF ( E n ) > 0 } f ^={ n \ foF ( E n ) <0}, 

则有 

S \ f ^{ E n )\^ J ^ F ( E n )— ^ foF ( E n ) 

S n ^：n 我 n €^ 4 wC/r" 

= f ()~ f ( 2 尸⑹） 

<2sup{||/ T (/f) 1 EZ^Hem}. 

如果 X 是复空间，只要把分解为实部与虚部，分别利用实空间 

的结果，便得 

y ： i/o/^(^„)[<4sup{|F(//) II 

,，一 I 
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这个 f 占汁式对一切 i / Ki 成立， r 是 lit 得 r 

m ( 丑） <4sup{|/^(/0|| 淡 ). 

( iii ) 不 妨设尽 （ i = l , 2，…）互不相交.若4，…， 皋是 

oo 

U E , 的一个互不相交的分割，则对|06< |<1，有 

<■1 

k k «> 

J■ 1 i = 1 n — \ 

CO 

(五 n ), 

tl = 1 

由 （0 的结果，即得 

/ oo \ oo 

m ( [ jE n ksi ^ i 证毕 • 

\n=l J n=l 

1.4.2 向置值涮度的可列可加性 

向量值测度的可列可加性是利用 X 中点列的强收敛来定义 
的.自然要问•.是否可以用弱收敛来定义另一种“弱可列可加性”? 
下面将要说明这两种可列可加的槪念其实是一致的.为此，先作 
一些准备. 

oo 

定义设 {〜} C = X , 如果乏]〜的所有子级数均是强（弱）收敛 

71 = 1 

的，则称向量值无穷级数为强 ( 弱）无条件收敛 . 

oo 

引理 1 如果 I] 〜是弱 无条件收敛的，则 

n^l 

oo 

lim sup U l/O n ) 丨二 0 (1) 

/6J* n=N 
!I/H = I 

证由于5：3：„弱无条件收敛，故对自然数列的任一子列 = 
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(〜，〜,…），存在 X ^ zX ， 使得 

=/oo 

n € 7T 

<30 

对一切 /6 X * 成立.由此易见，对一切 i /0«) l < + °°. 

n = 1 

考察映射 K ： X *^ l \ 

显然，反是线性闭算子，故有界.今证 冗是紧 算子.为此，记义0 = 
span W . 设 {/„} cP，«/ n |i 二 1, 记％ = 由于 X 。可分，故 

存在子列 { h fc } 和仏 6幻，使得 W —= 设 / oeX '/ ok 。 
=分0，今证切- 1 仄/。.实际上，对 JT = ( n ;，7^， …），考察 

fc-^oo 

( c 广二广 中的元的第 n ;, W , …坐标均为1,其余为0,于是 

h„(Kf nk ) = = fn k (Xn) ^9n O*)- ► 穿 o0*0 

« € JT 

~ /o (^*) = ^ /o (^ w ) = (Kf q ) ， 

因为 spanlA ： y = r ， 故有扣 = 但 r 空间中点列的 

n 

弱收敛与强收敛一致，从而 Him 7 i：/ ni = ii ：/。, 所以 iiC 是紧算子，即 
K (|/ K 1) 是 Z 1 中列紧集.由广中列紧集特征即得 (1). 证毕. 

定理1设映射满足弱可列可加性,即对任何一列 
互不相交的成立着 

/ oo '、 oo 

厂 LK :2尸⑹， (2) 

这里右边的和式表示 {；|] F (尽） } 弱收敛的极限，则厂必是可列可 

TI = 1 

加的，即 （2) 式右端也就是 {； f ] F (瓦 ）} 强收敛的极限. 

n^l 
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证设{仏}是观中一列互不相交的元 
数列的任一子列.由假设，对 / ex ' 有 


(« i ， n 2 …)是自然 



Fl W e 


71 


^KF(E n n 


即是弱无条件收敛的.由引理1 


^ ⑹] 卜 0 • 


这样, 


co 


N 



LK — (仏) 


F \ (J E n 

i^N+l 


sup 

II / f = 


00 


叫 U 


E 


n 


N + 


< n 咒 5 ⑽⑹) 卜0, 


即 p 是可列可加的.证毕. 


1.4,3 向量值测度的绝对连续性 

定义设 X 为向量值测度，如果对任何 f >0, 存在 
5>0,使得丑6领， 〆 丑）<3时 ， I F ( E ) l < e 9 则称 尸关于 //是绝对 

连续的. 

， 

容易看到，当尺石03，叉，|0时，由 P (丑）=| 定义 

J B 

的向量值测度关 f M 是绝对连续的. 

定理 1向量值测度 尸 关于全有限测度^绝对连续的充要条 
件是对任何 瓦 〆 幻 = 0 时 F ( E ) =0. 

证必要 性是敁 然的.今证充分性.首先，对 / ex %/。， 是 
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数值测度.当 "（iO =0时， F ( E )= 0 , 所以/。厂(芯）二0,即/。 尸关 
于#绝对连续. 

现在，假设结论不真，则必存在00和洌中一列元{五丄使得 

lF ( F n )l > 2 e f M ( E n ) <\ »二 1,2,… （1) 

n 


显然, 



( 2 ) 


由 （1), 取|丨/ 1 |^1,使|/ 1 。尸(万 1 ) \>2 e , 因为 L 。尸关 


于 M 绝对连续，利用 （2), 乂可取到 Wl ，使 


/rW U E n)\<e.^ 


n 


oo 

Ei^ E\ (J E ny 

’ n ^n x 

则有 l!F (^ i ) > e f fi 当时 ，艮与 A 不相交. 


用^^ 代替仏 进行上述讨论，得 n 2 ^> iii y E z 二 仏八 U 仏，但 


\ F { E 2 ) ||> e . 如此下去，得到洌中一列互不相交的{盈„},满足 
|/(見*)||>心此与/ ?? 的可列可加性矛盾.证毕. 

系设厂是具有有界变差的向量値测度， 则尸关 F 全有限测 
度 m 绝对连续的充要条件是 VI 关千^绝对连续. 

在向量値测度的研究中，常需要把它的半变差用某个数值测 
度反映出来，下面设法建立这种联系. 


定义如果 VJreT } 是一族向量値测度，满足 


<X) 


lim SUp||W [jE m 1 -0, 


(3) 


其巾（仏)是•级屮任意，互不相交的元，则称 iHrer } 是 一致可 

I 1 
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列可加的. 

引理1设 { v . ker } 是一族一致有界且一致可列可加的广义 
数值测度，则存在一个全有限实值非负测度 v ，使得 

lim SUp I v x ( E ) I — 0, 

v(E 0 r 

证 （ I ) 先证对任何 e > o , 存在有限个元 t ，…, r „ er ， 满足 
sup I v r( | (万 ） =0 时， sup | v r ( E ) 丨 <& ( , 

若不然，对 r ^ T 9 可取到 r 2 eT , 使得 

| v T 1 |( A ) 二0,但 
再取 £； 2 €^5, r 3 er , 使得 

|v T1 | (E 2 ) 二 I v ra I (E 2 ) 二 0, 但卜 r3 (E 2 )\ ^e f 
如此下去,得到一列 { E n } C 观和 {r n } CZT ， 使得对任何自然数 n, 
sup| V J ( 仏 ）= 0 ,但丨 ( 札 ）I 

l<»<n 


oo 

^ H n = II Ej . 对每个 A ), 有 二 0. 又 {v,} — 致可列可 

加，因此， 

limsuplv ("„) 丨 =0. 

n^oo k 

注意到 j>n+l 时， |v,„J(A) 二 0 ，所以 (五 

因而 

limSUpl Vq，///”）i 

n 呤 oo t 

此为矛盾. 

( II ) 由（ I )，对每个 m ， 取 r ?， …， T ^( m > 6 r ， 使得 






九是非 负测度，且 

K 忍 ） =0 时， sup|v T (丑 ） |<士. 
再作 v: 保 -> [0, oo). 


= (5) 

Tfi —' 1 

因 { v 」 rer } —致有界，故 v 是级上的全有限非负测度，且 

v ( 丑 ）= 0 时 ， | v r ( 丑 ） 丨 = 0. 

( III )作 保— Z °° CT ), 

( F ( E )) r ^ vAE ) f teT 9 

由于 v , —致可列可加，所以 P 可列可加，即它是向量值测度.又 
v (丑 ） =0时，以幻=0,从而 F 关于 v 绝对连续，即 

lim IF(E) 1-0, 

v <£)-^0 

此即 lim sup I v T (疋 ）|=0. 证毕. 

v(f >-»o 

定理 2 设 F :^^ X 为半有界变差向量值测度，則存在全有 

限实值非负测度 v , 使得 

o< v (幻 < || 尸 | ( 盈 ）， v 丑 e 纫 (6) 

lim |F|] (^)=0. (7) 

V ⑻呤0 

证对 / ex *, I / K 1, 考察数值测度 v f = foF f 显然{々}满足 
引理条件，用引理1方法，作 V ,由 V 的定义 (5) 可见 

0< v w^sup [)>/ 1 (^) - supi / oF | w = II FI {E ) , 

f f 

又由引理 1 的结论， 

0= lim sup I v f ( E } I ― lim sup \ f ° F { E ) | 

v ( IO^O l/IKl v ( j)^o 

=lim || ^(^) J. 

v (*) - ►O 

利用 i _ 4. 1 定理 4( ii ), 即得 
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lim IF[ (^)-0 . 证毕 

V (忑） 呤 o 


1. 4.4 Radon Nikodym 性质 


在测度论中，熟知有基本的 Radon-Nikodym 定 理：假 设⑴, 
淡，幻是全 J 有限测度空间， v 是 W 上的 cr 有限广义测度， v 关于 
P 绝对连续，则存在 O 上有限值可测函数/， 使得对每个五 e 
乳有 

v(E) — f fdfi, 

J E 

这个定理可以看作 Newton-Leibniz 公式的推广.现在要 问：对 
向量值测度而言,相应的结果是否成立？即设X是具有有 
界变差的向量值测度，且关于 M 绝对连续，是否存在 feB ( Q ， x ， 
使得对每个£^淡，有 


F(E)=\ fdfx. 

J E 

下面的例子说明，这个结果并非普遍成立. 

例1设0= [0,1], 淡为[0, 1] 上勒具格可测集全体， m 为 
Lebesgue 测度.规定映射 F: 级 —c。 为 


F(E) 



^2 n jr t ) dm( t ) 



易见 F (幻 6c。， 且 

II 丑 )| 二 sup f sin(2 n 7tt)dm{t) \^ ： m(E) 9 

n \ J 8 f 

因此， P 是具有有界变差的 Q 值测度，且关干 W 绝对连续.如果存 
在 Bochner 可积函数 f : D -> c 0 , 使得/^(五） 二 心 《U)， 设/ 

J B 

(()= 仏 （⑶，则对忍 e 淡，^ 幻的第 《个坐标为 


、 FiEY)‘〆 

J E 
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故对几乎所有的 (2VZ), 即 f(t) = {siu (210}. 但 


如记 


sin (2 A rtt) I 


V— 21 ， 


则对一 切〜 wCE ^)=- n —, 从而 


tm( lim E n ) ^ lim m(E n ) = 

所以 m({t l/(t)e CD })<+, 即 / 并非几乎处处为 A 值的，此为矛 

盾.这就说明了 Radon-Nikodym 定理 关于厂 并不成立 . 

由此可见，对向量值测度而言，需要讨论 Radon-Nikodym 定 
理成立的条件 . 

定义 如果对每个有界变差且关于 P 绝对连续的向量值测度 

F: 观-均存在使得 F (幻 =f fdfi ， 则称 X 关 

J B 

于 （ D, 观， M ) 具有 Radon-Nikodym 性质 . 

若关干一切全有限测度空间均具有 Radon-Nikodym 性 
质 , 则称 X 具有 Radon-Nikodym 性质 . 

定义 设 X 是 Banach 空间，如果对任何 zex , 存 


在唯一的数列 { aj , 使得^2七心，其中右边的级数表示按范数 

{ = 1 

收敛的极限，则称 {e„} 为 X 的 Schauder 基 . 

通常称 r 的展式 ^ 中心 的系数〜为 z 的第 n 个坐标 . 
显然 , 是叉上 的线性泛函 . 

引理 1 设伶》}是 Banach 空间 JC 的 Schauder 基，对任何 ; 

QO 

X ， x = 2 八⑷〜 ，则 f n ^ X *( n ^ l f 2 f …). 

71 = 1 

证对 ; r= S/„(a;)e n , 规定 


III ^ III =sup!| 土 ; / 乂： ) ej ， 


48 


第一章向董值函数的积分与向量值测度 


由直接验证得知， （ Hill ) 仍是 Banach 空间， a !| x |^ ||| x |||, 
故〖• I 与 llh III 等价.注意到 

f * 1 ft = 1 

IIMII, 

所以八 ex ' 证毕. 

定义 设 { e «} 是 X 的 Schauder 基，如果对任何一个数列 
W ,当 

n = 1 

时， s - nm ^ oc ^ 存在，则称是 有界完 备的. 

71 呤 

定理 1 (Dunford) 设 X 具有有界完备的 Schauder 基 
{ ej , 则叉具有 Radon-Nikodym 性质. 

证 设 K 领 —X 是具有有界变差的向量值测度， F 失千从 
绝对连续.对每个《，考察数值测度 f ? F ， f n 即关于基 { e fl } 的系数 
泛函.显然 ，八。 F 是.匆上关于 P 绝对连续的有限测度.由数值 
测度的 Radon - Nikodym 定理，存在 O 上可测函数心,使得 

j * 

f n oF ( E )= 9 n ( t ) dfi ( t ) V 瓦6浼， 

J S 

n 

对 x 二，作 HI z | l | = sup I 前面已指出 ， H 

n n 二 1 

与 III • III 等价.易知,对任何正整数 m ， fl 均有 

III ill <2^(0^ III , (1) 

n—i 7i=l 

川 & f h (G 0 ) 〜 III OH 尸(五 ） , (2) 
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而且由 （1) 及 1.4.1 定理3可知， 

[ill (0^||| dfi(t)^\F\(iE) 9 (3) 

由 （1),(3) 及 Levi 引理，可知 

Jim HI (Qe< HI 

n=l 

几乎处处存在.由于 { ej 是有界完备的，故在 O 上几乎处处存在 
川 )6 X , 使得 


"和 n=l 

显然，17是強可测的，又由 （3) 及 Fatrni 引理可知 

■ 川分 WIIM / zOX + oo * 

J Q 

所以由 1.3.2 定理 2， geB ( Q ， X ， fi \ 注意这里 X 上的范 数是取 
ill _ III ,但因 H 与 III • 111 等价，故由 1.3.3 定理5的系可知，又上取 
范数卜 1时,依然有 geB ( Q 9 x f m ). 

由于 III (t)e 4 \\}^\\]g(t) II )几乎处处成立，由控制收敛定 

n = i 

理即得 Fe 领时 


u n * 

F(E) — lim ^ ]fjoF(E )q 二 Jim > : (i)et 

n~¥co ^ J J 


g 




证毕. 


由这个定理容易得到下面的推论. 

系 1 l p «P< I ⑺ ) 空间具有 Radon-Nikodym 性质 . 
系 2 c 。 空间不具有有界完备的 Scbauder 基， 


..Mil/i-r 


i\vm^ 


.v •.你 






由 1.4.4 可知，这是不可能的，所以 Riesz 表示定理对于 I 7 并不 
成立. 

由此，我们引入如下定义. 

定义 T 是 L 1 (O, —X 的有界线性算子，如果存在 

使得 

M 

Tg^ I fgd/n VgEL t (D f /u) f 
J Q 

则称 T 是具有 Riesz 表示的，简称为 T 是可表示的. 

我们要证明： Radon-Nikodym 性质与一族算子的可表示性 
是# 价的. 

引理1设 x 是有界线性算子， 

FCE) 二 T(x e ) ，E€ 淡， 

则？ 7 可表示的充要条件是存在使得 

F(E) - | fdp,EeM, 

J E 

此时, f ^ L -{ Q 9 X 9 #), 且对一切 geL '( D ， W , 有 

% 

j /卿， ⑴ 

J O 

mi:= mu 

证 必要性是显然的.今证充分性.设/65(仏 X， P), 
F ( E )=\ fdfi . 由 1.4.1 定理3, | F |( 芯 ）=[ 1/⑴ ⑴.另一 

J E J E 

方面，对任何 [e 领， 

\\F{E) \\^IT(x e ) \\^lT\\lx E l^\\T\\^{E) f 

由此即得 

\F\(E)^]TUi(E), 


故而 


/(0 Ida {t) <^iT\\fi{E) V Ee 级 
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因此， int ) I 冬 | 21 ，即 feir (/ j ， x ， M)，n 

ii/Km. ⑵ 

由干对一切 EeM , T ( xg ) ^ x R fip ， 所以⑴式对一切阶梯 

J a 

函数成立.再利用 feir ( Q ， X ， W 及阶梯函数在 aO 中稠 
密，即知 （1) 对一切 geL l ( D 9 ft ) 成立. 

最后，由于 I 7 V 卜 || J C / MH < I / IUW , 故再利 
用 (2), 可得 m =«/ iu 证毕. 

定理 1 x 关于全 有限测 度空间 （ D , 观， W 具有 Radon - Ni - 
kodym 性质的充要条件是任何 TeBiL ^ Q . fi ) - > X ) 均是可表 
示的. 

证必要性设定义厂:浼-为 

f(e) = tqc e )， 

由于(幻，所以 f 是具有有界变差的向量值测度， 
F 关千 m 绝对连续.由于叉关于⑹，洌，/0具有 Radon - Nikc - 
dym 性质,故存在使得 

F(E)- jjdju, 

由引理1,即知 T 是可表示的. 

充分性设尸:淡 — X 是具有有界变差的向量值测度， P 关干 
M 绝对连续，由 1.4.1 定理2, iFi 是数值测度， | Fi 关于 p 绝对连 
续.由数值测度的 Radon-Nikodym 定理，存在实值非负函数 

Aeu ⑷，"），使得 | F | = f 办仏对一切丑 G 贺成立.记艮=01 

J E 

« —1< AG )<«},»=1,2, …，则互不相交， O 二 U E n , 且对瓦 

11 = 1 

d , 有 
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设分是阶 梯函数 ，夕二山6涴， A i nA J ^0( i \ j ). 定义 

i •二 1 

P 

T„g ::: (3) 

<-l 


则有 

i = I 
P 

|gj iwjuC^n^iXwiigii, 

i^l 

因此，八可连续地延拓为 L ^ D 9 fi )-> X 的有界线性算子，即可设 
T n eB ( L l { D f ii )^ X ), 根据假设， A 具有 Riesz 表示，因而存在 
f 左 £r(D，X，/i)， 使得 

T n g ^ U n gdfi > VgeL i ( D 9 fi) m 

对茗 e 领，由 （3) 得 

F(EC\En) ~T n {X E ) = \ E f n d/u. 

定 SCf :{2 ~>X 如下： 

*' /(^ ) ~ (0 y W—1,2, 

则有 

m 

F { E )^\ imF { EPi {\ jE n ^ 

n=i 

u ')’ ⑴扣⑴ • ⑷ 

m 

由于尸具有有界变差，对 # C ： ( J 瓦， 八奶 = hf ( t ) dfx ( t ), 所以 

)1 = 1 

• 11/(011^(0- [^|( 0^)幻糾（0>, 

(J E % 、 , 
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利用 Levi 引理，得1/⑴再由控制收敛定理，由 （ 4) 
式可得 

F(E) = ! E f(t)d^(t') 9 

即 X 关于 （ Q ， 淡，具有 Radon-Nikodvm 性质.证毕. 

1.4.6 关于 Radon-Nikodym 性质的附注 

现在，我们对前两小节讨论的问题，再作一些补充说明. 
本世纪三十年代初， Bochner 提出了而今以他命名的向量值 
函数的积分.很自然地，他试图把实分析中的 Radon-Nikodym 
定理推广到向量值测度的情况，他很快发现，对于 H 0,1], 这种 
推广是不可 行的. 不久， Birkhoff 和 Gelfand 先后证明了 Rad¬ 
on-Nikodym 定理对 Hilbert 空间和自反 Banach 空间成立.于 
是，这个问题引起了更多数学家的兴趣.六十年代中期， Rieffel 
引入了可凹集的槪念，证明了具有 Radon-Nikodym 性质的 Ba¬ 
nach 空间的特征是所有的有界子集均是可凹的. 这个结果从一 
个方面推动了 Banach 空间几何理论的研究.七十年代, Diestel 
等人又证明了： Banach 空间叉具有 Radon-Nikodym 性质，当 

且仅当每个一致有界 X 值鞅是按的范数收敛的，从 
而把 Radon-Nikodym 性质与向量值鞅理论联系起来.现在，关 
于 Radon-Nikodym 性质的研究已获得大量的结果，有兴趣的读 
者可以参看 [8]. 

> 

1.4.7 Vitali - Hahn-Saks 理定 

为了建立数值函数关于向量值测度的积分，我们先介绍 Vi- 
tali-Hahn-Saks 定理. 

设⑴，浼，/0为全有限测度空间，对木 BG 死 规定 

B) = M (AAB ) ， 


⑴ 



如果把级中任何两个仅相差零集的集合视为同一，则得到一个 
度量空间，记为 

如果{五》} CI 淡， P ( E n ， E m )— QOi ， w — 00 ) ,则 // (私△丑 m ) ->0, 
亦即 L \^ E n ( t )- X Em ( t ) 0,所以存在可积的函数; T , 使 

\ o \ x En { t )- x ( t ) 但； r 必是某子列几乎处处收 
敛的极限，所以存在忍€淡，使 故而 〆 0, ( B — 
00 ), 这就说明观00是完备的度量空间. 

如果 P 是淡上的向量值测度 ， F 关于#绝对连续,注意到 
fi uab ) =# u u \ u n 幻 ） 十 # ( b \ u n b ) ) , ( 2 ) 

F(A)-F(B)^F(A\(AnB))-F{B\(Af]B)) 9 (3) 

所以# ( AAB ) = 0 时， P 04) 二八 B ), 即尸 可以看作涿 ( M ) 上的函 
数.又由 （2), (3) 可知 ， P (瓦, 及 )^0 时， FiEn ) -> F (幻，即 F 是连 
续的. 

定理 l ( Vitali - Hahn - Saks ) 设⑷，观， AO 为测度空间， A : 
领- > X ， 1, 2,…为一列向量值测度，每个 Pb 关于 M 绝对连续， 

I 

且对 lirnR (丑）均存在，则 

T* 吟 00 

lim sup | ( 五 ） fl=0. (4) 

p {if o 

证设 e >0, 记 

^„, m = { E \ Eem , \\ F n ( E )- F m ( E ) [<«}, 

fl … 

rt , m>P 

因为 A 在级(幻上连续，易见淡《， m ， 均是闭集.因为对任何 

oo 

Ee 级存在, 所以领00= N ^ p . 但淡00是完备 

" 呤 00 p-i 

的 ，由 Baire 定理 ，它是第二纲的， 所以存在自然数？， 和 r 
> 0 , 使得 

{^|^(^ A ^)< r}e D { E \ lF n { E )- F m ( E ) l ^ e} f 

n t m>f 


•v> i • 




■i'i. 


. ... Ljfc. 


- ；• Kr • 
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再由^绝对连续，故可以取到 A 0<(5< r , 使得 " （幻 <5时 

II \\<e n=l ， … ， q. ( 5 ) 

注意到 #(041^)2^4)<"(忍)<<5,0((-4\忍)/^0</1(五)<3,由 

F n (E) - F q (E) + {^(. 4 \J^)-~F g (AUm 
—{尺(郭) — F “鄭) }, 

即得 

ll ^ nC ^) ||<3 e , » = g + l ,^ H 2, •- (6) 

这就证明了 （4). 证毕. 

系1在定理1的条件下， P (^= UmF „ (禺是向量值测度. 
证显然，^有限可加，为证它可列可加，只要证 明:如 果{五„} 
C 领是单调下降的集列， CiE n =0, 则 F (瓦) —0. 这是因为 
fi ( Q )< ooifi ( E n )—0. 由定理可知，对任何 e >0, 存在 m „ 当 
，时 

supti^JlCfi, 

n 

从而时， (五 证毕. 

系 2 设{仏} 是一 列向量值测度，且对 一切脱 观， limF n (B) 

存在，二则 厂是 向量值测度，且{厂„}是一致可列 
可加的. 

证对每个 ra , 按1. 4 .3定理2,取对应于的全有限测度 v „， 
使 


0^v„(^)^ !!^„|| (E) (Vi?6^), lim || F n !j (E) ^ 0. 

v Ti ()-► 0 

定义 


OC? 

v ( E ) — 2 

n~\ 


1 ^ n ( E ) 

2” 十 v „( D ) ， 


于是 ，/^ 关于 v 绝对连续.由系 1 可知， 尸可列 可加. 如 mjc ： 
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oo 

现单调下降，门 五 „=0,则 limK 义 } = ()• 由定埋可知 

71 = 1 

lira SUplF ^^)! ^0, 

m 今 00 

这就说明^是一致可列可加的.证毕. 

1.4.8 数值函数关于向置值测度的积分 

设尸为向量值测度，五 e 观， lF \\( E )^ O f 则称丑为零集. 
如果一个命题在某零集外成立，则称此命题关于^几乎处处 
成立.“关于尸儿乎处处”常记为 “尸 - a . e •”. 

现在，对半有界变差测度 心我们 引入积分的定•义： 

U 

定义⑴设/为简单函数，即〜私 ，… ，瓜 e 课, 

<=-1 

规定 

n 

⑴祝⑴二; 丑门 艮）； (1) 

i =1 

( ii ) 设/定义于 Gdri 果存在简单函数序列 {/«} ，使 

/«(0^>/(0, ( F - a . e .) 

且对任何五^课，按范数收敛，则称/为可积函 
数，且规定 

^J(t)dF(0^ l jZ\j n (t)dF(0^ (2) 

对这个定义，须作两点补充说明. 

首先，当 / = 时，设1/⑴ I ^ M ( teD \ 不妨又设尽 

互不相交.于是，由 1.4.1 定理 4( i ), 得 

II’ /(0^(Oi-!2a^(^n^)I 

J E 






向量值凌 


Kifu ', 我们列出这类积分的一些性质. 

定理1设是 O 上关于 F 可积的函数， 

( i ) 对任意一对数关于 P 可积，且 

(a/ + ^) dF = a[ /« 尸十点 f gAF ， ME60l\ 
J M J E J B 

( ii ) 对 Ee ^ f 如果 / 在 a 上本性有界，则 

|f /^|<ess sup |/(0 111 ^II W ； 

II J E I tEE 

( iii ) 设 G (幻 =f 则 G 可列可加； 


( iv ) lim I fdF = 0； 

IIFIK 茗）呤 oj £ 

( v ) 设 r 是 Banach 空间， TeB ( X ^ Y) f 
度可积，而且 


则 / 关于 r 值测 


t( fdF)=i fdTF t 

\J B / J S 


由可积函数定义中的 ( i )， 可知定理中 （ i )-( v ) 对一切简单函 
数成立.再由定义中的 （ ii ), 可证本定理 ( i )-( v ) 对一切可积函数 
成立.读者不妨自行补充说明. 

最后，给出两个积分极限定理. 

定理2设是一列 P 可积函数， / o (0^/(0( F - a . c .), 


lim sup [ = 0, 

\\F\\(S )^0 n H J J U 


则 / 为及可积，而且 


% 产 

fdF =lim f n dF ， E^m. 

< E E 

证 ( I ) 先证对泥淡，收敛. 

由 假设，可取使|/1(丑) 〈么时 


( 3 ) 





又由于纟《八山且^ ⑴卜^ 时士⑴ 二心⑴ ，所以 


1/*(0 1> 丨穸 “ ,） I ■ - \Sk-(0 ~ /a-(0 I 5^ 1 9k(i>) i —- 

\9 k { t ) I ~ -^'\9 k {0 I 9 

故而 1〜（ 川 <21/, ⑴丨 （氏 f 八為， hl ，2, …）. 

<50 OO 

记仏二 u 4 - Bz = 门〜，贝 1 J 

i 雄 k R~l 

oc> 


因此， I 尸 il ( B ) 二 o .当圯 rAB = Hm(DVu 时 


2 了 


n — Co 


1/(0 I ^ I/(O — /*(O I _ r !/*(0 ~1 - >0 9 

即 5 ^(()—/(()， 

I 

( III ) 最后，证明 收敛： 实际上 
If \ i k { t )- g k { t )] dF { t ) <(f \ f k ( t )- g k ( t ) } dF ( t ) 

H _T 1_ — tJ j4 1c — 


E\Ak 


snA k 


f k it)dF(t) 


snA k 


g k {t)dF (0 


(4) 


上面估计式右边第一项不超过+»列1(0)，第二项不超过+， 今沾 
计第三项.对砭叉*， W < I , 当！尸|(丑）<‘"(=忍时 

fnit)dhoF(t) <4)w=l ， 2, … 


由此，用 1.4,1 定理 4( ii ), 得 | F || 〔芯)< 心时, 


\f n (t)\d\hoF\(t)<^ 


K — 1,2, 


所以 


.• ‘ : .s 
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g k ( t ) dF ( t ) = sup | f g k O ) dhoF ( t ) 

J E C\ ^ h i( =1 jj E -' A ^ 

< sup f |^ fr (0 \ d \ hoF \ (0<2 sup 

I A I J Bf)A k \]h l|_l 

l / t (0 I d \ h ° F \ 

BOA k 乙 

由 （4)， 得 

f**" ■"! 

hiO — g k ( t ) dF ( t ) < i ( lF ||( D )+9). 

J EL 」 乙 

利用 （ I ) 的结果，可知 ^ W ⑴心⑴ i 收敛，而且 limf g n ( J ) dF (0 

IJ S J n-^ooj g 

= Hm ( f n ( t ) dF ( t ). 

n - ►ooj B 

综合 （ II ), ( III ) 的结果，得 / 关于 F 可积，而且 
f limf g n ( t ) dF ( t ) = Um \ •证毕 • 

J IP n^coj B E 

定理 3 设 {/„} 为一列 F 可积函数， ( F - a t e t ) f g 
也是尸可积函数， l /„(0 K ^(0, ( F ~ a . e .) f mf 必为 P 可积，且 

J B «-fooJ E 

证由上一定理可知，只要证明 lim sup|f /„^|=0.由于 

u fM (£)-^0 n [\ J E 

分为尸可积，故对任何 e >0, 可取 <5>0,使 flPII (幻<6时， 
r gdF l < e . 于是，对丑 C 及, Aez *，|| A |<1， 有 

.E 

M 

g ( t ) dh ^ F ( t ) < e # 

J n 

由 1.4.1 定理 4( ii )， 得到 

\ g g { t ) d \ hoF \( t )< 4 e . 
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这样，||尸|(幻 < 6时， 

1 [ fn(t)dFCt) < sup f lf„(0 d h<>F {t) 

D J E \\h J £| 

< sup f gCt)d\hoF[it)<4e t 证毕. 

n A )1 <1 J J ； 

定理 3 也称为控制收敛定理. 


第二章算子半群 

Banach 空间上有界线性算子半群的理论，就是研究无穷维空 

间中算子值函数方程 

T(s t f s^O 

的解的理论. 

由数学分析知道，通常的函数方程 

/( 5 + 0 =/(^)/(0 

的连续解是指数函数，利用实变函数论的知识，还可以进一步把连 
续的条件减弱为可测.与此相应地，算子半群的理论也就是在某 
种可测性或连续性条件的限制下，研究无穷维空间上算子值指数 
函数的理论. 

本章将介绍算子半群的基本理论.我们的主要篇幅将限于强 
连续的单参数算子半群，其原因固然是由于这个对象的讨论比较 
简洁，而且也由于从方法上来讲，这里的处理是有代表意义的. 

本章共五节.在§ 2.1 中我们引入算子半群的概念，列举了一 
些常见的例子，并讨论了算子半群的可测性与连续性的关系； 
§2.2 研究类算子半群的结构,给出了这类算子半群的表示，特 
别地，还讨论了有着广泛应用的 G 类压缩半群；§ 2.3 和§ 2.4 是半 
群理论的应用，主要是抽象 Cauchy 问题及遍历理论，这里的介绍 
自然只是初步的. §2.6 研究了特殊的半 群:算 子群.在这一节中 
还介绍了极为重要的 Hilben 空间上单参数酉算子群的 Stone 定 

理，并给出了这个定理的一些应川. 
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§2.1 算子半群的槪念 

在这一节里，首先我们将扼要地说明算子半群概念的由来，并 
通过几个简单的例子来说明这一概念.由千在算子半群理论中， 
比较深刻而有意义的结果都与半群的某种连续性有联系，而半群 
的连续性又与其可测性密切相关，本节的第二部分旨在讨论这种 
关系. 


2.1.1 算子半群概念的由来 


单参数算子群和算子半群的概念起源千微分方程的 Cauchy 
问题，以及物理学中的因果律. 

例如，考察常微分方程组 


dXj 

dt 


—Ui (x 


) ，《二 1，2, 


• « • 


n 


Cl ) 


记 a :== 0^ ，…，〜)，如果对 w 维空间的某区域 O 中任何的点〜，方 

程组 （1) 存在唯一的定义于（一°°, +°°)的解々)，适合初始条 
件 x (0, Xq ^ — x ^ 而且 { a ：(6, z 。） 丨 一 oo <6< + oo } CZQ ， 那么就可以 

在 O 中引入算 子几： 

T t XQ — x $ 


由解的唯一性，可以得到 


T / J + < 2*^0 = $(名1 + <2，尤0) ~ 2?(右8, : o )) 

~7 tl (Tt z x o) * 


即 T ti+i2 = T tl oT t2 , 

上面定义的 A 可以看作变量《的算子值函数， 

< + co } 是一个单参数 集合. 如果在该集合中引入乘法： 

T rp — m 
t l J - t 2 — ± + 
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容易知道，关于这个乘法，结合律成立，即 

Li T t3 = -T tl + l2 ^ h ; 

而且，关于这个乘法 ，/= A 是单位元， 是几的 逆元，也就是 
说， { Al —00< g < + OD } 关干这个乘法成为算子群.此外,这一算 
子群还具有如下的交换 性质： 

rp rp — rp 一 rp rp 

1 * l A i 2 ~ ^ + 

即 它是个 Abel 群. 

' k 

其次,再考察 Ar 阶线性齐次偏微分方程 

L ( u ) — 0, (2) 

这里, u 二 u ( t ， x ) 表示某物理系统的状态, △ 表示一个阶线性齐次 
微分算子, z 表示》维空间的点“表示时间. 

设7是 fc 维向量值函数空间.如果对 F 中任何的元 /:/<>) = 
(/ oOrh ^ OO , … ，八- ^0), 存在方程（2>的适合初始条件 

«(0,x) =/oO),«'(0 ， x) =/i(ar), w <fc ' u (0,a?) 

的唯一解记 

则 /, ey . 现在，定义 Y ^ Y 的算子 A : 

T t f = f t ， t>0 9 

和前面一样,可以得到 

T ti + tj hiTtaf) ， t ! y ^ 2 ^ > 0 , 

由此,如果引入乘法 

= ^ # i +/ 2 » 尤 I ，右2>0, 

那末，结合律成立.注意，这里的{八丨《>(}/}只是个半群. 

一般说来,设在时间间隔（“， D 中，考察与 te ( t 0 , D 有关的 
状态所谓 { T * j « e ( t 0 , m )} 服从宏观现象的决定论，就是指••对 
任何 〆 由 r 的状态 7 V 能唯一地确定所有时的 
状态这也就是物理上因果律的数学表现，即如果用状态 
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衣示原因，则由唯一确定了任何时的结果态如果 
这个物理过程可逆，那末 { T ,} 组成一个算子群.但对物理中一般 
的不可逆现象，我们不能由某时刻的状态决定前一时刻的状态，所 
以只是半群，即可以在 { R } 中规定一个满足结合律的乘法，但 
{ TJ 未必含有单位元，也未必含有其中每个元的逆元. 

定义设 { R } 是 Banach 空间 X 上一族有界线性算子，如果 
对一切 0«, s < + oo ( 或 0<«, s < + oo ), 均有 

T t + ^ T t T 8r (3) 

则称 { LU >0} (或 { RU >0}) 为一单参数算子 半群; 如果 （3) 式对 
一切 一 oo <~ s < + oo 成立，则称 I _ oo <£< + oo } 为一单参数 

算子群. 

2.1.2 算子半群的一些例子 

下面列举几个比较重要的算子半群. 

例1 C [0,+ m ) 上的平移半群设 C [0,+ od ) 是 [0,+ oo ) 

上有界且一致连续的函数全体，对 KC [0,+ oo ), 规定 

|| arfl - sup {|^( t )| i 氏[0, + oo )}, 

显然, C [0, + oo ) 是 Banach 空间，这个空间中点列的强收敛就是 

相应函数列的一致收敛.现在，用咒表示坐标平移的变换，即 

(Ta)(s) = x(t + s ) 9 (4) 

容易 看出 ： {A u >0} 构成一个算子半群. 

因为对任何^€(7[0, +0 O )， 

| — SUp j t^) j Slip j 2T (s) I ― |[: 勝 , 

8 8 

所以又取 el , 则|^>||二1=|^|,这就说明胃7 1 < || = 1. 
因为 ^e(7[0, — oo) 时， 40 在 [0, +m) 上一致连续，故 

limSUp J ir ( ^ -j- s - j w) —— x(^t 4 I ~ 0^ 
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即 lim|3\ +ui c—T#| = 0, 这就 是说： 取值于 C[0, 十 00 ) 的向量值函 

w 呤 0 

数是强连续的 . 

另一方面 , 对任何固定的 t,u 有 

»^i + u-^l-2. (5) 

这是因为 , 首先， 

+ m 卜2, 

其次，作函数 a?(s)€C[0 ， +co )， 使 aKt)=l ， ;rU+w)= — 1 ，且 BarB 
=1 ，这样 

IT t+u x-T t x\\^lx(t+u)-x(t)\=2 f 

这就证得 (5). (5) 式说明平移算子半群并不按算子范数连续 . 

例 2 设 x 是一个函数空间，对固定的实值非负函数 gez , 定 
义 X 上算子 A 为 

— [g r (s)] < a;(5), x^X, t^>0, 

显然，对 KX ， 

L 1+ < 2 a ：0) = [穿0)]* 1+ 40) 

= [5( s )] <! [ 分 ⑻ ]» = Tj, 2 :o), 

即 { 叭丨《 >0} 是一个算子半群 . 至于这个半群的连续性，则与 x 上 
范数的定义有关 . 

例 3 三角半群这类半群出现于 Fouder 级数的求和理论 , 
其定义为 

w 

T t x(s)^^2e^ ni x n € ins t>0, 

— D6 

oo 

其中 zoo 〜;实际上，它代表一种三角级数求和法.这 

— CO 

里比较重要的情况如 1 ■- M, 此时，八所代表的就是 Abd- 

Poisson 求和法， BP: 若记 e 则有 
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T t x ( s )^^] r [ n ] x n e 


ms 


^]r 7l [(ar n -f x_ n ) cosns + i (x rt —x_ rt ) sinns] 


a?o -\- ^^7^(fl n cosBS - \-b n sinns) 9 


例 4 在 1( — co ,+ co ) 中考察算子 


1 r + °° _ - 

CT £ x )( s )^^=~\ e 

V JT 右 J 一 CO 

则 «(5,0- (T t x) (s ) 是热传导方程 

9 2 U A du 

— , — — A - 

3 s 2 ds 

适合初始条件 «(s,0) 二 a ： (s> 的解 . 

由直接计算可知，当 《 >0 ， r>0 时 


< 5 - <7 ) 2 


x{a)da f i 〉 0. 


OO ( 8 - o) 2 


T t T r x(s) 


jtt 



7tr 


OO (cr - A 

e r x{K)dkd<r 


l _ f + 7 f 

jtV tr ) ^ooVJ 


CO is -U ) 2 (a - A) 2 


s 

、 

da ^ x {^) d^ t 


但因为 


+ oo (8 - ff) % {a - A 

e * ^ dor 


r+co — (名 一 乂 一 <t t〉 a 


dai 


故而 


T t T t x ( s )= T t ^ r x ( s ) 9 


即是算子半群 . 

其次，对 z>0 , 当 xeL(-oo f +CO) 时， 


1 C 


十 co r +» ( S — C ) 2 


\x(cx) | dads 
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= k(oO \da= ||a:|i, 

J 一 oo 

即|7\11<1((>0)，也就是说， { R | i >0} 是压缩算子半群. 
再次，我们来 证明: 对任何 ^eL ( — 00 , + cx >) ，有 


事实上， 


lim \T t x~ a :| — 0, 

t-^o 


T t x(s) ~x(s) 


a 


% 


[;r(5 — avHT) —x{s)~\da. 


由 Fubini 定理立即可得 


|| TiX - e~ al Ix(5 — a x/~jT) - x(^s) |ds 


由于 


e~ vi f |«(s— a V"T ) —无 (s) ■^s<2||x|e' <71 
J — co 


而且，当 O * 固定时 


r+ oo _ 

lim ] I x(s— a V 了） 一 x(s) j is 二0, 

t 呼 0 J w oo 


所以由 Lebesgue 控制收敛定理可得 

lim \\T t x — x\\ = 0* 

( 呤 o 

如果定义 A 二 i , 则八在 o 点 为强连 续的；并且， 因为 


lT t x-T to x\\^ 


I ^ 7 * 0 —文）3， 


H LlT t (^T H . t x)l t<U 

—xl ， 

所以 A 是强连续的算子值函数. 

例 5 在 L ^- oo , + co ) (》>1)上考察平移算子群 { 八 | 

<名< + °°}，其中 

T l x(s') = x(s-\-1), x6Z/ p ( —oo, j oo )， 

对任何斤（一 oo, -1 co), 


oo 
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|| 7 T t r|| =(j |ar(s + 0 I p ds) l/p : ||a:||, x 6 L p (~co, +00 )， 

因此 = 又对固定的 zeL p (~oo,+00), 

( f+<» \I/p 

\x(s-\-1) ~x(s) \ p dsj — 0 ( ， -> 0 ) 

所以乃在零点强连续.和例4 一样，可以证明 A 在 （一00, 4-00) 
上强 连续. 

特别地，当 P -2 时，乃是 L 2 (-oo, + 00) 上的酉算子，也就是 
说, {7M — 是平移酉算子群. 

2.1.3 算子半群的可测性和连续性 

下面设叉是 Banach 空间， {T t \t> 0 } 是叉上一族有界线性算 
子组成的算子半群,再设 （(0, +⑺）， L，m) 是 Lebesgue 测度空间. 
本节中的可测性均是指 Lebesgue 可测. 

显然，我们可以将单参数半群看成定义在 （0,+oo ) 上的向 
量值函数，这里的向量是 X—X 的有界线性算子.根据第一章的 
讨论，自然导致下述 定义： 

定义 （i ) 若向量值函数 T,(«>0) 按算子范数是强可测的， 
则称算子半群{八|《>0} 为一致可测； 

(ii) 若对任何： reJT , 向量值函数 Ta (#>0) 是强可测的，则 
称算子半群{凡 | i>0} 为强 可测； 

(iii ) 若对任何向量值函数 2 Vr(«>0) 是弱可测的，则 
称算子半群{凡 i «>0}为弱可测. 

同样地，还有以下的 定义： 

定义 当算子值函数 A(〖>0) 是一致(强、弱）连续时，称算 
子半群 {A U>0} 为一致（强、 弱) 连续的. 

利用第一章的结果，立即 可知： 一致可测（一致连续）的算子半 
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群必是强可测（强连续）的；强可测 ( 强连续）的算子半群必是弱可 
测(弱连续 ) 的；一致（强、弱）连续的算子半群必是一致 ( 强、弱）可 
测的 . 

本章主要讨论具有强连续性的算子半群，这也是最基本而常 
见的一类算子半群 . 上面已经指出，由算子半群的强连续性可以 
导出强可测性 . 实际上，有如下更强的结果 . 

定理 1 设 {T,U> 0 } 是 Banach 空间 X 上的算子半群，则 
忱 ,|«> 0 } 强连续的充要条件是它为强可测的 . 

I A 

为了证明这个定理，先要建立两个引理 . 

弓 I 理 1 设 {A I ^> 0 } 是 Banach 空间 X 上的强可测算子半 
群，则对任何必有零集坏及 X+ 可分的闭线性子空间 X 0 , 
使办而且 当斤达 时， X 。为几的不变子空间，即当 
对一切於叉 0 , 有 1 士兄 0 . 

证 由于强可测，故必存在零集使 

M 0 ^ {T t x 0 \t^F 0 } 

可分 . 设叉。是由 le 和〜张 成的闭线性子空间 . 显然， X 。是可分 
的 . 设 …) 是 Mo 中的稠密集， 其中〖说 , 于是， 
X 。便是 …} 和％张成的线性闭包 . 

记 士心 士…士 GGF 。 }, 则 R 也是零集.作 

, 

oo 

^0- U ^ 

71-0 


Oo 是零集，而且当把 A 时，对任何 n,t + “6心，故而 

k k 

T‘{ao ； To 十 t n Xo} — (XqT t XQ + ^ t„+ t^Ot 

H —1 71 = 1 

在 X Q 之中，这里 a。， 七，…,为任何一组常数.但是，当 /GX。 时, 
必有常数族邱，…，使得 
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… k 

|« o^o -!- — /8~>0 ( w — >00)， 

71 = 1 

而 ( fgx 0 )6 X 0 , X 。又是闭集，从而 TjeX 0 . 引理 

\ n^l J 

证毕. 

引理 2 设 { T , 丨《>0}是 Banach 空间 X 上的强可测算子半 
群, 0< a <6< + ㈤ ，则必存在常数1>0,使得 

lAKif ， te(a 9 b^. 

证 用反 证法. 假设 1 A » 在 [ flJ ] 无界，则必能取到一列右斤 
[ a , 6],» = 1，2,…，使得 

lT t J > e 2n , «二1，2,… 

因此，必有 x n € X , lx „||- 1,满足 

II ^ ( rt ^n|! ^71 二 1 ， 2,… 

由引理1，对每个^，必有 X 中可分的闭子空间及零集 D n ，当 

CC 

teQ n 时,为 A 的不变子空间.用又^记 U 叉 张成的线性闭 

u =] 

0 O 

包仍然是可分的，又记 ( J ^ n , 也是零集 .当财的 

71 =： 1 

8才，1„(«二1,2, …） 均是 R 的不变子空间，所以 XH 的不变 
子空间.现在规定 

1^1 =|up^p'< + 00 ， ⑴ 

由于 “ GXnCX % ，故 

\T in \>e 2 \ ( 2 ) 

由的可分性，设{〜|*=1，2, … }是中单位球面上的稠 
密集，容易知道 


T t | - sup ] T t z k \ 


(3) 
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因为每个« T , ^1是可测函数，所以 1| 也是可测的. 
对任何 ref ^ 和任何长 X ~, 有故 

ii ^ y^n 

W 


|T t+r |=sup- 

x€X^ 


T 


sup 




这样，若取 )^og I 八 I , 则当 〜时 ，有 

/(^r)</(0 f/(r), 

显然， /(# n )>2« U = 1， 2,…).记 

B n = {t \f ( On ， 0 < t ^ a } y 
O n = {^ n — ^ i t^B n } f 


则有 

B n UC n ^(0 9 t n )\ Q ^ (4) 

实际上，对任何圯 (0, 当 teB n 时，由于 

2»</«„)</(0 + f ( t „— t )< n + f ( t n — t )， 

即得 /( G — 即有 “一 ㈣ …频 ，这就证得了 （4). 

由 （4) 式可知 miBn ) +7»(0„)>纟„，但 m ( Bn ) =^ m ( C n ) 9 闵而 


miB n ) 由于仏〕 艮〕 …〕込3…，而且门5„=0,所以 

乙 ^ n =1 

lim 5„= 必. 又由于 m (5[) < oo , 因此 

0—m (UmB^ = limm (B n ) > 夺， 

n 今 oo moo ^ 

这是矛盾.证毕. 

现在可以证明这一小节的主要结果. 

定理 1 的证明 只要证明充分性.设 ie ( o ,+ co ), 今证八 
在 I 处强连续，即对任何证明取〜6, 

使 0< a <6< a . 由引理2, |7\|在[>，6]上有界， i 己其上界为殷. 
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7\x 二 (|>// > 0 ), 

上式两边对 U 枳分，得 

(6—G07 7 〆 二 | Hjdrj. (5) 

-J G 

类似地，有 

(b — a)T t x~ j Tqhxdr] (06). (6) 

* a 

由 （5), (6), 并利用 Bochner 积分的性质，即得 

(b-~a)\\T t x-T t x\\ 

M\\ T^^ — T^^xW dr] 

J a 

=M \\T^ u , 0 x-T r x}\ dr. (7) 

J I -a 

由 1_ 3. 3 定理 8, 从 （7) 式可得 

• UmWTa - T ^ W ^ O , 证毕 

t 

注由 （7) 式还可以 看到： 在 (0,+ cx >) 的任何一个致密集上， 
{八丨《>0}是均匀强连续的. 

因为在可分空间中，强可测与弱可测等价，由此可得到定理1 
的如下重要推论. 

系设 X 是可分的 Banach 空间，则 X 上弱可测的算子半群 
必是强连续的. 

然而，是否可以进一步把定理】中的强可测改为弱可测呢 r 一 
般地说，这是难以实现的.为此，只要给出一个弱可测而非强可测 
的算子半群的例子. 

例1 设 X 是（0, I ⑺）上满足如下条件的复值函数全 
体 MU ) 至多在可列个《处非零，而且 
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I X( f ) I 2 〈十 

t 


在 A 中定义范数 


IW 卜 x / 艰肝， 

则I是不可分的 Hilbert 空间.现在取 （0, +^)上不可测的实值 
函数尸（《),要求厂适合 

F(h-—t z ) = F ⑹ F(J 2 )， t i9 t 2 >0 9 

且在任何一个区间 （a，6)(0<fl<6< + o^) 中，尸无界.定义X上 
单参数算子半群 A 如下： 

(T,x)(t) = F(i)x(t i|). 

M 然， I A!l I 在任何长度非零的闭子区间上无界，由引理2 

可知，它不是强可测的.但对 yejc% 因 x 是 Hilben 空间，故 x= 
所以 

女(^> W) : 2 ■ 丈 G + !) 尸 (！） ， 

t 

把 yC?VrG)) 视为 S 的函数时，仅在一个至多为可列的集上非零， 
所以是可测的，即 A 是弱可测的. 

§2.2 Q 类算子半群 

这一节主要介绍强连续单参数算子半群的“分析理论”，（或直 
说“分 析理论”）.本节的主要思 想是： 为了讨论八 w 二乃 A 的连 
续解，不妨设想解是指数函数的形式，从而引入无穷小母元的概 
念，再利用积分变换导出母元预解式的解析表示,这样就便于使用 
一些分析手段来研究半群的结构. 
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2.2.1 C 。 类算子半群的基本概念 

在本节中，设X是 Banach 空间，| ^0} 是X上的算子半 
群.先引入 G 类算子半群的定义. 

定义 设汉山 >0} 是一个算子半群， 

T t T s = T t ” (0</, s < 十 oo) , 

T 0 — / f 

如果对每个心>0和 KX, 均有 

lim|| T t x — T tQ x \ =0, 

f 0 

则称丨为强连 续算子半群， 简称为 C。 类算子半群. 

其实 ，对 算子半群而言，在某一点 “处 的强连 续性，即 能导出 
在一切点上的强连续性. 

引理 1 设 {A I ^>0} 是 Banach 空间X上的算子半群,且对 
任何 xGX, 

lim|] T t x ~^\ = 0, (1 ) 

#-^0 

则丨 00} 必为 C。 类算子半群. 

证 对任何 i>0, 当 fc>0 时，由于 

T t+k x — T t x = T t ( T h x — x ), 

由;: i 设即知，当时 

]imlT (+h x-T t xl^\\T t \\\im^T h x-xl^0 9 

ft —0 A ->0 

即在任何一点《处是右连续的.下面证明它也是左连续的. 

为此，先证明对任何1>0, 

sup{|7\| UG[0,L]}< + oo. (2) 

对‘X，由假设可知，能取到 ^>0, C>0, 使得 sup(l 7VI 丨圯 [0, 
hi } <c . 当把[0, L] 时，设 Z M 十 r ， 其中今干是 



\T t x\-\TiT r x\^\Ti\c y 

利用共鸣定理，即得 （2) 式.设见>0， 

sup {||^|| Ue [0, L ]}< M . (3) 

现在，对 〖 e (0,10,当正数為充分小时，由 （1), ⑶得到 

lT t x~T^ k xl = \\T t ^(T h x-~x)l 

^M\T h x — x\~^Q f 

这就得到了左方强连续性.证毕. 

定义设丨 ^0} 是 Banach 空间 Z 上的算子半群，记恐为 
满足如下条件的元素 xex 全 体:对 a 存在 yGX ， 使得 

lim —/)x —y =0. (4) 

I ->o H * 

规定必 — X 为这里 y 由 （4) 式确定，称4为算子半群 
{7\丨 ^0} 的无穷小母元,简称为母元. 

显然，您 04)= 您是 X 中的线性子空间，4是您 04) 上的线性 
算子.由定义立即 可知： 对您 (4), 向量值函数是强可 
微的，且釣 U ), 


d 

dt 


T t x = T t Ax AT t x. 


⑸ 


引理 2 设 { T , |£>0)是 Banach 空间尤上的 C 。 类算子半群, 
4是其无穷小母元，则 

证先证明对任何 f >0, [ T t xdte^(A) t 


0 


0 


，r 


r 


T h y-y=\ {T t , h x-T iX )iLt 

J o 


T t xdt — T t xdt 


T t xdt — T t xdi = T t (T T x)dt — T t xdt f 
Jf J o J o Jo 


但对任何 xex ， 


(6) 
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T t x~x^\dt 


< sup \T t x — xl-^O f 
0 < 丨 

由 （6)，（7) 即得 


⑺ 


lim 


h 


dy—y) — (T T x — 


o . 


由定义便知 ye 必 04). 由此，再利用 （7) 式，即得您 04)= x .证 

毕. 


2- 2.2 无穷小母元的预解式 

设是 C 。 类算子半群，为了利用积分变换的形式来 
研究母元的预解式，首先得讨论一下 II A II 的指数增长特征. 

定义 设汉, u > o } 是类算子半群 ，称 

^ o==inf MU 
1>0 * 

为的指标. 

令 /( « ) = log 1,由半群的特征 即得： 

f ( ii ^- tzXf ( t 1 )- hf ( t 2 ) J 0< U 2 < + oo , (1) 

由此即可证明 

弓 I 理 1 = ( 2 ) 

t t < > 0 * 

证 记6 >。 =inf —^ o 。 或是有限，或是 — 我们仅就 6 >o 

* >o t 

有限的情况证明（对叫二 一 CO , 可以类似处理).对任何 e >0, 取 
b > 0 , 使得+ < 考察托 [(» +2) 6, 0 + 3)6], 则有 

。》< 价) < ^( & ) I fG — nb ) 
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<字 (6> 山 )4 舱 (3) 

t t 

由干 n6e[26,36]， 由 2.L 3引理2可知 /(«— 肋）有界，所以 
当 Z ->co 时， （3) 式右端趋于 叫 + e, 但 e 是任意的，这就证得了 
(2) 式.证毕. 

现在，设 叫是 C。 类算子半群{八丨^>0}的指标，0：6叉，对 ReA 
>叫， 角察 T t x 的 “Laplace 变换” 

e~ xt T t xdt. (4) 

* 0 

我们先来说明这个积分的意义.由引理1 可知： 当叫>一 CO 时， 
对任何 e>0, 存在1,>0,使得 

(5) 

当吻= 一 oo 时，对任何 iv^>o, 存在见^〉0,使得 

( 6 ) 

由此可知，当 ReA>o> Q 时，对任何向量值函数 e— 叩^在 [0, |] 
上是 Riemann 可积的，而且 s - Mm ^ e -^ T t xdt 存在，规定 


r + <» r 

e~ Ai T t xdt = s-lim 

J 0 t ooJ 

i 

e" u T t zdt. 

0 


记 R(X)x= e~ Xi T t xdt. 

Jo 



由（ 5 )， （6) 易知 z ?(； l ) 是 X 到 X 的有界线性算子，而且，对应于 (5), 
(6) 两个情况，分别有 

剛 K Re A “ 

(Re^>o) 0 ! £>, 

(7) 


( Rem ), 

4 

⑻ 


lira ⑻川二 0. 

Re A 4 n 


由此可知 


⑼ 


{ U t I «>0} 敁然是强连续的.再由于 A >0 时， 

U h x — x— e~ h A T h x—x „- A .it T h x — e h A x 
h - h ^ 11 1 h 

|+|£ i ^ — 如 j 卜 o 

这里利用了 || e ~ A 1< e A ^~ L-A ^0, 故 U >0} 的母 

元为由此可知二的强导数为 0, 因而 y ( f ) 二 it , 即 

T t - e * \ 证毕. 

为了得到更一般的表示定理，先建立两个引理. 

引理 1 假设 {A |/>0}是 C Q 类算子半群， A 取实数，则对 
一切 xex , 

s-\imAR(A)x : = x. (1) 

证 对任何 xeX , | or | = 1，以及 e >0, 必存在 h > 0 , 当< 

A 时， 


1 x — x\ <—-. 


再取人>叫，6)。是 {A 100} 的指标，取~>0,使 ITjKc 〆 “对 
一切《成立，于是 

\XR{X)x — x\~ A\ e~ Xi (T t x — x)dt 

Jo 

^k[ h e- xt \\T t x-xldti-A fVm ar| 十 \\x\\)dt 
J 0 J h 

— —- -(a-Ai)A I 

故当； l— + oo 时 ，I 仙 (/i)n||~>0. 证毕. 

弓 I 理 2 设⑺ U >0} 为 G 类算子半群，指标为叫，当 ReA 

> 0) 0 时，必有 
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这就是说 

AR { X ) x = R { X ) Az . 

再由 （10) 的第一式即得 

AR(X)x~R (A) Ax = x, 

由此可知汝观 (/2(A)), 而且 （10) 的第二式成立. 

前面已指出二叉，现在我们来证明」是闭算子.实际 
上，如果 您(4)，如《二％, lk B — 刎―0, II y «- y |^ o , 则由 （10) 
的第二式，得 RU ) Uar „ — A :„) .令 n -> co , 即得 

x^E{X) Ux-y). (11) 

所以於观(/2⑺）=必04).比较 （10) 的第二式及（11)，即得 /2(A) 

(y — 如）= 0,再由 （10) 的第一式，得到 

y — Ax = (A/ — Al ) R ( X ) (y — A ^ c ) — 0, 

即穿二这就是说 A 是闭算子.证毕. 

2. 2.3 C 。 类算子半群的表示 

设 S 是 Banach 空间 X 一 X 的有界线性算子，则级数 



按算子范数收敛，故它定义了一个有界线性算子，记为 V . 容易 
证明： 当艮 (7 为两个有界线性算子，且 S 与 C 可交换时， 

g B 十 C ^ B ^ C — - g C g B 

定理1 设是 G 类算子半群，/!为其无穷小母元, 
必⑷二 X ,则 

T t ^ e tA y t ^ O , 

证因为 0 U ) = X ，由 2. 2. 2定理1可知4是闭算子,所以 
A 有界. 由于 = 故对任何 s , 兀…二 …! 7 ,. 作半群 

U t = e tA T” O0, 




{ U t I 《>0} 显然是强连续的.再由于 A >0时， 

\Uhx-x = e~ hA T k x-x T u x^e hA x 

j h h h 

<|e-^||| ^ hX ^ x -Ax + ehAx h ~ x ^Ax 

这里利用了 |e-“〖<e* IUft , — >0, 故 {% U>0} 的母 

元为由此可知 = 的强导数为0,因而 = 即 

T t -e* 证毕. 

为了得到更一般的表示定理，先建立两个引理. 

引理 1 假设 {R 100} 是类算子半群， A 取实数，则对 
一切 xex , 

s - limAR ( A)x = x . (1) 

证 对任何 x ^ X , \\ x \ — 1,以及 f>0, 必存在 h > Q ， 当 < 

A 时， 




再取人 >(» 。 ,0> 。是 {T, U>0} 的指标，取 0 丨 >0 ,使对 
一切《成立，于是 


| AR (A) x~x\= A\ e~ Xi (T, x~x)dt 

Jo 

^}\ h e~ kt \\T t x-x\dt +A fe-^dT.x 
J 0 J h 


(HT # xii + |Ul)^ 


0 A /i j 


故当 A-> + oo 时， \\AR(A)x~ xl^O m 证毕 . 

引理 2 设 {T 」 O0} 为类算子半群，指标为叫，当 ReA 

>0> 0 时，必有 



LR { AnnX ^( r ^ lh \ 0 6 


-Ati tt ^ l 


T ( xdt 


( 2 ) 


而且，存在常数沒和见 & 使得 Re ； l ># 时, 




(3) 


注从下面的证明可以看到，当叫> 时，芦可取为叫+ 

C , 其中 e 为任意正数，当0>0= _00时，0可取为任意负数 • 

证利用数学归纳法，设对 (2) 式已证，则 




A ( J TI - 


T t xdt 


e~ XT T t j.rxdrdt 


1 / • H- oo 广 + co 

,e-^r - 1 e xr T t + 
( w — 1)1 J 0 Jo 

i 广 +00 f +cc 

A— e- 川叫 n 何 

_ l)l J o Jo 

1—f + "e- AT T T o: [ r r n l drdr 
一 1)! J o Jo 


xdtdr 


(ft — l)! J o 


I r + °° 

— I e xt t n T t xdt. 
! J o 


上面的过程中，作了变换《+7=6并把二次积分与二重积分互 
化,这些步骤的合理性均易严格 验证. 实际上，只要对任何 fu *, 
把/作用于 (2) 式两边，应用数值函数的 Fubini 定理即可.这就 

证得了 （2). 

其次，由 2. 2. 2的 (5) ， （6) 可知， 能取# H 使得 | A | d 
，，由 （2) 式可得 

(n —1)! J o 


< oS )7 f ： 






这就是 （3). 证毕. 

定理 2 设 U>0} 是 <7。类算子半群，以X为母元，则在 
任何有限区间 [0,a] 上，均匀地有 

T t = 5-lime (yiAii<A> (4) 

X - 

即当 x ^ X 时，对任何 e >0 9 必有 NHx ， e )， 使得 k > N ， 圯[0, 
a] 时， 

\\ T t x - e tXA £ ^ x \\< e . 

注由干是有界线性算子，所以定理2又可理解为 
{ T t } 可以看作半群 { TV } 当 A — + oo 时的极限，其中每个{巧 } 的母 
元是 hiKA). 

证 酋先，由 （3) ， 取 i^>l, 利用 AR ( A ) = AR(；1) — 得 A>0 
时，有 

QQ g 

= y]HAyL\\i R (^yi 

0 n t 


p e~ xi e x — M fi e l x . 

由于丑 ( A ) 与 A 可交换，故 e -“ 与可交换，由 
是，若记 则当; ^必 04) 时 

B t _{ S + h yT s + h ~ B t ^ a T s 
lim - T - * 

ft 40 ^ 



Ts^h^~^8 

~ k 


= \ime^ AXR ^ f —— t - T s + b x 

ft —o n 


+ limJ 5 ( _^ 

h —o 



= e^ $)AXR ^l~AAR(A)T s x+T 3 Axl f 


山 4/? U ) A =7 VRU ) 牵立即得到 


， : ft. • . .. «.: . s'Wv J- i ： t *5 .j-s . * ： . ij - : r f .1 .叫败 1. V ■•u :: _T . • .. : : - !: ：： |l^W ， rtPh !■ ..乂 • -• . L Hk "。： 
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(L、 e(i — S 、 A x R 、 X 、 TsX 、 ^ e(t ~ s}AAR( ， )T s(^~-AAR(A))x 

由此，当《€[0，《]时,必有义、使得 

\\T t x~e iAXR ^x\\ 

= \W t ~^ AXR ^T $x \ s = t ~e^-^ AXR ^T s x\ a ^\ 

= j|H ( e (卜 

= I ^e^-^ AAR ^T s (A~AAE(A))xds 

<M|j < expj(«-s)-^g-+^ ]^is\\Ax-AXE{X)x\ 
^N a \\Ax-AAR(X)xl 

由于: rG 忽 u) 时 ，^4/e(A)a^/2(A) 如，利用引理 1 即知 

WT.x-e^^^xl^O. 

一般地，对取^忽(/ I)，使||汉—工||<队而对汉，则有 
2o ， 当。时， 


IT . y - e ^^ ylC ^ 托 [0, cx ], 

故只要？充分小，便有 

IT.x-e^^^xl^WT.y-e^^^yl 

^(\\ T t H \\ e tAXR 0 ) l )\\!/~ xl < e . 

定理证毕. 

2. 2.4 无穷小母元的特征 

人们很自然地 要问： 什么样的算子2可以作为一个 G 类算子 
半群的无穷小母元？（乂是有界线性算子时，这个问题是平凡的 .） 
下面是一^个基本结果. 

定理 1 ( Hille - Yosida ) 设 J 是 Banach 空间 X 上的稠定 




线性算子，则 4 为某 G 类算子半群无穷小母元的充要条件 是：存 
在常数 M 和 P ，对于任何实数列 九 — +①，满足 

( i ) 当人>卢时，丑 U „) 二 — 乂广 1 是有界线性算子； 

( ii ) 对任何 m ， 当 yl n > 卢时 

KRan)T\\<M (X -^- m . 

证必要性部分由 2.2. 2定理1和 2. 2. 3引理2即得，今证 
充分 性:设 ( i ),( ii ) 满足.由于 

( A n I — A ) R ( A „) x — x y x^Xf 
R ( A n ) { X n I — A ) x = x , x ^^( A ), 

可知当; r 6 勿 U ) 时， 

4 = S 丑 0 *) 如 1 <^ 4 ^— o(«—+ oo )， 

入 n — P 

故得 

limA n R(A n )x= Xj xE^)(A), 

fi ->co 

但托充分大时 ， UJ il 且 X , 故 

lim^ n /?(A n )a:— x€X ， 

n ->oo 

由上式，对 : (4), 有 

limAA n R (A n ) x — lim>l n (A n R (A n )x~x) — \imA n R (A n ) Ax=Ax^ 

n-^oo n-^°o 

作单参数算子半群下面将证 s - limTY > 存在，它 
就是所求的 A . 

先证 H(AJ 与 可交换.当长尤时，记 
则 a ： e 奶 u ), 而且 

(A n /~A)i^(A n /~A)B(A n )B(A m )x = B(A m )x f 
故|6您 C 4 2 )， 而且 


(A m I - A) (A tt / — . 4)4 = a: 
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即（七 /— 4) ( 心/一所以 | 二丑即 /mwuj 

注意到 4A„/J(A) ^A 2 n E(A n ) — 上 / ， AA m R(A m ) —总 

L 故 Tf 与 TW 可交换, 类似于 2. 2. 3 定理 2 , 易知 

^( T ^ sT ^ x ) = mn m> (从⑽饥)-从咖 ))， 

而且 

\\T\^x- T^ y z\ = 

<\'\ T\ n 2 s T[^\\ds\] AA m R(A m )x-AA n R{X n )x\ P 
Jo 

但是 


Id— J e …兰* 二 e - 




kl 


因此 

\ T \^ x - T \ m ^ x \\ 

<M 2 (’ e s r^f+ a ' s) rrV(fe|| AK m R{K m )x-A?, n R{X n )xl 

J 0 

由 （1) 可知，当 a 6[0, oo ) 时，对任何 e >0, 必有 A 。， 当时 

|[T ( <n> a ： --T i (m) iri<^, 把 [0 ， a ]， 

故必有有界线性算子使得在任一有限区间 [0, a ] 上，均勻地成 
立着 

n^oo 

现在证明 {A u >0} 是一个算子半 群:设 t ， s >0 , 则由 

ft 今 op 


又 


§2.2 类算子半群 


8» 


I T ( t V, x- T t T s x 1 < I T ( t n \T< s n >-~T s ) x[| + || (T< n >~T ( )T,a：I 

( n n) -^)^li + ll { T ^- T t ) T s x \^ O f 

因而 A + J = A 2 V ，即 + s --= R 7 V 

再证强连续：设是给定的非负实数.对任何 e〉0， 必 
存在 a > t 0 及正整数％，当 n>n 0 时， 


设当 U — (0 丨 时 

| 7 Vr — — + 17 ?^ — 巧 
+ 10 — 7^1， 

由此可得 

\\ T t ^— T t ^\^0 (<5- >0). 

最后证明 {A} 的母元为决因为 

^ T < r > x ^ T <^ AA n R ( A n ) x 9 


故 

T^x-Ix^ T^AK n R{K n ) xds 9 

J 0 

令 《—+ OD, 对任何 a；ex, 因为被积函数在任何有限区间上关于6 
均勻收敛于 T , Ax 9 所以当: re 必(乂)时，有 

T t x — lx= f T s Axds. 

Jo 

由此可知， K 您 04) 时 

lim—r~— ~ = lim-r - T 9 Ax ds = Ax, 

fc 呤 0 灯 ft-M) 办 . 0 

所以汉|}的母元，3次设 { T , u >0} 的指标为6>。,取; U , 使; U > 
max (沒,叫），由于 

0(( A n /- A / )- 1 ) = X = 0(( A n /- A )~ t ), 


.* . * . .r...l. .. .. . - aj：s - - '• ; 1 '^Srr't 
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所以必有4 =次证毕. 

对一些特殊的 G 类算子半群，其特征可写得更简洁些。 

定义设{八 U >0} 是算子半群，若存在0^0,使得 

Ct>0) 9 

则称它为标准型算子半群. 

• ft 鲁 

定理2 设 A 是 Banach 空间 X 上的稠定线性算子，则4为 
某标准型 G 类算子半群无穷小母元的充要条 件是： 存在正数冷， 
对任何实数列+ 00 , 满足： 

⑴当 时，丑 W „) = ( AJ - A )' 1 是有界线性算子； 

( ii ) 当4>卢时， 

1陣 J 

P 

证设乂是标准型 G 类算子半群的无穷小母元，由定理1知 
0) 成立；又设 1 All 则对 x 6 X ， 


li^(^ n )^l|— \ e~ Ant T t xdi 

Jo 




< 




Ik 1 


故得 （ ii ). 反之，若 （ i ), ( ii ) 满足，由定理 1 知 X 是某 G 类半群 
{ L | Z >0} 的母元，为说明此半群是标准型的，考察 = 


gi J 4A n /f(A TJ ) ^ - i X n R(^ 


，由 （ ii ) 易知 


\T\ n ^\^e^ iXn e l ^ n? n : 备 


山定理 1 的证明，可知 rlimTW 二7\，故 


T . li ^ iimllTi^ii 证毕. 


2.2.5 G 类压缩半群 

仏类算子半群中，压缩算子半群悬一类重要的对象 B 


§2.2 C 。 类算子半群 
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定义 荇半 群汉山 > 0 }中毎个算子均是压缩算子，即 [| T ( 1< 
1(^0), 则称 它为压缩算子半群， 简称 为压缩半群. 

显然，压缩半群必是标准型的；反之，如{%丨£>0}是标准型 
的，即有沒 >0,使 IT , Ii <，（ i >0)， 则{ 6 -〃凡|«>0}便是压缩半群. 

由 2. 2. 4定理2及其证明立即可得到 

定理 1 设乂是 Banach 空间叉上稠定闭算子， 则 2是某 G 
类压缩算子半群无穷小母元的充要条 件是: 对任何 A > o , 均有; ie 
p ( j ), 且 A >0 时 

I (A/— ^)' 1 ! 

特別地，下面将在 Hilbert 空间上考察压缩半群. 

定义 设丑是 Hilbert 空间，4是丑上的稠定闭算子，如果对 
任何 xE ^)( A ), 


(Ax f z) -H {x, Ax^^O, 

则称 Z 为耗散 算子. 

定理 2 设 d 是 Hilbert 空间丑上的稠定闭算子，则 Z 是某 

Co 类压缩半群无穷小母元的充要条件是2为耗散算子，且领(/ — 
A)=H. 

证必要性 如果4为 G 类压缩半群 { AU >0} 的无穷小母 
元，由定理 i ， ie P 04), 故现 (/—4) 二丑. 设 ze 刃 04). 考察/(亡) 
二 (T t x, T t x), 由4的定义可知 

/’⑴： (7 t Ax 9 T t x) -h (TtXy T t Ax). 

由 A 的压缩性得 / UK /( o ), 故 f ( o )< o , 这就是 

(Ax, x) 4 - (x, Ax) <0, 

即 A 是耗散算子. 

充分性 设 Z 耗散，洌 (/— d ) 二丑. 首先，若 A >0, AepO 4), 
注意到成奶 （4) 时 
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{kx~~Ax f Ax —Ax) 

= A 2 Or ， a:) —A (Ax, z) Ax) -f (^4ar, Ax) ^A 2 (x, x) 9 

即得 

I (Al — A) (1) 

其次，如果 xem { A ), Ax = x , 则由耗散条件得 O ,^)= o , 故： 
= 0,因此 (/ — 4 T 1 存在，且是定义在丑上的闭算子，这就是说 
P(A). 

最后，如 Ae P ( A ) , A >0, 0< | // — A | < A , 则由 （ 1 ) 可得 

oo 

^2(- D n ( fi - Arai - A')^ n+iy 

n^o 

按范数收敛，易知此即（ 〆 一 j ) _1 , 故 ㈣ 以), 由此及 lepCA ) »r 
得 >004)13(0, oo ). 注意到 （1) 式，利用定理1即得4是某 c 。 类压 

缩半群的无穷小母元.证毕。 

§2.3 算子半群的应用 

算子半群的理论,有着非常广泛的应用,不可能在本章中一一 1 
列举.这一节只是提供几个简单的应用算子半群的例子.下一节 
要介绍的遍历理论，也是算子半群在应用方面使人很感兴趣的 
领域. 

2. 3.1 Taylor 公式的推广 

关于半群的表示，我们已得到 2. 2. 3定理2,在某些情况下， 
另一些形式也是便于应用的. 

定理1 设 | ^0} 是 Banach 空间 X 上的强连续压缩算 
子半群，则 
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T t x ~ s^lim e l h x f x ^ X . 

a 呤 o 

证记那末 



Ic M i = | c " A ~ J e^ T 





当氏[0,0]时，对2：6您（^1)，有 

iT t x ~ e M * a ： l |=| e < i - s >^ T ff L =( x - e < t - a ) ^^ U = ox | 

yj 1 丟 ( e <” 心)办 JV 卜… * r , (4一义)油 I 
^ UA-A^xlds^aUA-A^xl 

Jo 

其中 Z 为 {7\} 的母元，因此， A —0 时，上式右端趋于 0, 但： ^55 
= X ， le ^ MKi , 所以,对一切 xex ， 

— e ( it * a：l = 0. 证毕 • 

h - >0 

现在,考察 2.1. 1例1中讨论过的算子 

(T t x) (s)~x(t + s) f a:6(7[0, +oo). 

显然 ， {A I 00} 是 C [0, 十 co ) 中的强连续压缩算子半群.由于 

A h x = ~iT h ~I)x^~lx(s + h)—x{8)2, 

从而用差分符号 

Ai u ar —r(s-f-A) — a;(s )， 

n 

△A 二 （ Am= ^{-iy~ k c k n xis^kk ) 9 

Jt -o 


则 （1) 式化为 


x { s + t ) 



^ x ( s ). 


( 2 ) 


这里的极限对于 s 是一致的.由定理1的证明可见，对于任何有 

< k . . 
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限区间的《也是一致的. 

(2) 式可以看作 Taylor 公式的推广.由此，可以导出著名 
的 Weierstrass 定理. 

实际上，设 C [ 0 9 1] 中的元，令 

a:(t) —sc(l), 

则把延拓为 C [0,+ c ») 中的元.对任意的 e >0, 取 A 足够 
小，使 


+s)— 



K n ) x ( s ) 


< 


e 

2 


(0< s < + oo , 


0< d ), 

上式左端的无穷级数一致收敛 (0<5<- fco ,0<^ l ). 令 s = 0, 
取 w 充分大，使 


2 撕△广增-云⑽乂〜⑼ 


< 



这就得到了叭（）住 [0,1] 上用多项式的一致逼近. 


2. 3.2 抽象 Cauchy 问睡 

设 X 为 Banach 空间为线性算子，定义域为② 04 )，值域为 
^( A ) 9 如 ex , 设有取值于 x 上的向量值函数 〆 o , 满足 

( i ) KOe ^ U )(^> o ), 在任何「爲 ( o , + co ) 上全 

连续 ®; 

( ii ) 〆 （) 强可导； 

( iii ) ^ y ( t ) = Ay ( t ); (1) 


①这里的仝连续(向量值函数的全连续)和普通实变函数屮仝连续概念定义 
相仿. 
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(iv) lim \\y( t) — 夕 0 || 二 O. 

# 汐 o 

则称是方程 S 适合 Cauchy 条件 y (0) ^ y 0 

的解. 

若解 2 fG ) 还满足 

limjlog \\y(t)\\^co<co, ⑵ 

t - y oo t 

则称 〆 〖） 是正规 o 型的解. 

和普通方程的 Cauchy 问题可用 Laplace 变换讨论相仿，我 
们用单参数半群和积分变换的方法来研究抽象 Cauchy 问题. 

定理1 设4是闭的线性算子，其点谱 a P (4) 在任何右半平 
面中不稠，则对每一个抽象 Cauchy 问题 （ 1 ) 至多只有一个 
正规型解. 

证设有两个解 〆 tG ), 则 < () 二 2 K 0 — ）是^^ = 

也（^)适合的解，而且是正规 型的. 设它为 o 型.当 Re 
A >® 时，考察 

5 — lim-f e~ xt x( t )dt (3) 

其中的积分为向量值函数的 Riemann 积分. 极限 (3) 是存在 的. 
实际上，对任何 e >0, 必有心时 

如 og ||;c(0|<o + e ， 

z 

即 + 故当 ReA>o + e 时 

可见 (3) 中的极限存在，记此极限为 

L(A, r) ^ f e~ xt x{ t )dt. (4) 

J 0 
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对任何 0 <«<#< 00 , 由于4是闭算子，所以（见 1.3.3 定 
理 5) 

^\ 1 ~ At x , (t)dt = ^e ； i Ax(t)dt=A^e u x(t)dt 
但 e^ Ai x r ( t )dt — — e ； a x(a) -i A e 一入 l x(t 、 At ， 令 a—Q ， 

J a ^ a 


P^COy 即得 


r +<» 

A e 
J o 


x( t )dt = f e~ xt x*( t )dt = .4 f e^ Ai x(t)dt 

Jo J o 


这就是说, 


* AL (A, or ) = AL (A, sc ) , ReA > a >, 

故 L ( A , ； r ) 与 0 时,它必是 J 的特征向量， ^ a P ( A ), 

取 Re>l>a) 中的开集 0 ，使 cr P 04) 门 6>= 0，因此， A60 时 

L (A, or) = 0. 

任取 / ex ' 有 

/ (L (A, x) ) = f e~ At f(x(t))dt f 

Jo 

它是 ReX > c 上的解析函数，并且在0中为0 ,故 / ( L ( A , 0) 三 0. 
由普通数值函数 Laplace 变换的性质，有 

/( x ⑴ ）= o , / ex ' 

故 〆 G eO . 证毕. 

定理 2 设2是 C fl 类算子半群的无穷小母元，则 


方程 


t)~ Ay( t ) 


的抽象 Cauchy 问题对每个忽 M ) 有唯一的解 T t y 9m 

证 由§ 2. 2的讨论可知 T tVo 确为 Cauchy 问题的解，所需 
证明的仅是唯一性. 

若有另一个解 z ( t >, 作 x(t)-^T t y 0 — z(t), 它是满足 x(0) 二 



G 的解.因为 KG 强可导，故 

^T t , s x(s) =( 去 7\ 今 (3)+ T^Cs) 

二- T t s Ax(s) - hT t ^ s x l ( s ) = 0 , 

由此可知凡 _^( S ) 取常值，所以 

T t x(0)^T 0 x(tX 
即; r(O = y #( 0 )= 0 . 证毕. 

定理 3 设 4 为稠定闭算子，对每个您 04 ), 抽象 Cauchy 

问题 

\ li y(t) = Ay(t) ( 5 ) 

G(o ) 二 

有唯一的解满足 | jyayo ) B <^% 0 lf , or P 04 ) 不充满任 
何右半平面，那末必有 G 类算子半群 {A | ㈣ ,使得 T t y ^ y{U 
%)，而且{ I 7 ,}的母元为 J ,其指标不超过 
证对任何您(^)，定义 

T t y 0 二 y(t ， yo )， 

于是得到奶 ( 4 上的一个有界线性算子，满足 

l^lKCe-l^I. (6) 

因此，又由二尤，可把 a 看作 x 上的有界线性算子， 

其范数仍满足 ( 6 ). 由于是强连续的，故 

limj T t y o ~ T iQ y 9 \\^ 0 f y 0 ^ ( A ), ( 7 ) 

*〜 0 

由此，利用^ T = 又及( 7 )、（ 6 )，可得 

s - lim T t = T t f 
^*0 

即 {^ u > 0 } 是强连续的. 

由定理 1 ,易知当 y # 恐 ( a ) 时，的两个解 
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y { t -\- t Xy y ^ y y { t y y { t u y ^)) 

满足间一个条件 sKo ) 二％，因而 

y{t + t u y ^)^ y { t 9 y ( t u y ^) 9 

即 


Tt + 1 J/o = T t (、 T 1 1， y q ) • (8) 

由您 (4 的稠密性及八在 [0,os] 中的均勻有界性，可知 (8) 对一切 
yo € X 成立， 即是一个半群.由 （6) 知它的指标不超过 
0). 设这个半群的无穷小母元为，，余下的就是要证明 A = A \ 

对 ；rex , 记 /2( A); (: = f e ~ H T t xdt , 对夕。6仍 04) ,因为 y 《o) 

Jo 

在任何 [a, ^]e(0,oo) 上全连续,利用 Z 是闭算子，有 

A [ e ~ ki y { t 9 ya)dt = f e ~ u Ay ( t f yo)dt 


=\ e~ At y , (i,y 0 )dt = e~' i y(i 9 yo) + a [ e^ At y(t,y 0 )dt. 

J a a J « 

对于 ReA > o , 令 a ^ O , y ?-> co , 由 Z 的闭性和上式即得 


A f e~ Ai i/(t,y 0 )dt=A 
Jo 


0 


e' At y(t 9 y Q )dt —y Q , 


即 


04 — A /) 丑 ( A ) y 。= — y 。. (9) 

今证 (9) 式对一切 y ^ x 成立.事实上，存在奶04)，^—^因 
为丑 ( A ) 是有界的，所以 R ( A ) ( A ) y 0 > 又由 

AR (A) y n = KR (A) y„ — y v ^ARCA) yo 一 y 。， 


以及 4 的闭性，立即有 


丑（乂）您 ( 乂），且 AR(X) yo~ XR(X) pQ — y 。， ( 10 ) 

特别地，取 04) ，由 （10) 可知 ( A /- Z ) 〃 及 ( A )• 

由于 W 是的母元，显然当 ReA > a 时， （ A / — /广 1 
= 从而，二次证毕， 
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§2.4 遍历理论 

遍历理论 (Ergodic Theory) 也被译称各 态历经理论， 这是一 
个与其它数学分支，例如动力系统理论、概率论、泛函分析、数论、 
微分几何等有着密切联系的数学分支. 

本节主要介绍算子半群的遍历定理.但是，为了更好地理解这 
方面的结果，我们不得不先对古典的情况作一些讨论.在 §‘2. 5 
中，我们还将应用 Stone 定理的结果，进一步给出 von Neumann 

的平均遍历定理. 

2.4*1 概述 

遍历理论起源于动力学系统的研究.按照经典力学，一个力 
学系统可用广义坐标( I ，…，2»)和共轭动量 ( Pi ， …， / O 来 
描述.用汉表示该系统的 Hamilton 函数，即能量，那末， Hamil¬ 
ton 正则方程 


dq) — dH dpi _ 2H 

^Lt ^pi ^ drt 


(i 二 1, •.•， ft) 


( 1 ) 


便是系统所遵守的微分方程.特别，如果系统是保守的, 

?), 它不依赖于 I 这个系统的态由点 （120 = 0 表示，所有可能 

的态组成2«维空间中的集称为这个系统的相空间. 在 H ， 

• • • 

o 适合某些数学条件时，对 o 中的一点叫，方程 （ 1 ) 有解 
( o “)， 满足初始条件 似(4)=物 ，称此解 为一个 轨道，它描述了 
系统的运动.今由0二 0 U ) 在相空间中定义变换4，*沪如下： 

容易看出 A i > i 0 仅依赖于 I 己为 A t . toy 这样，得到中一个中 
参数半群. 
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任何一个 ft 这个系统下可考察的物理量，就是 o 上的函数 
/ W ), 称为相函数.要研究物理量 /( W 在这个系统 F 随时间变化 

• o _ 

的规律时，首先得有初始资 料％， 其次解系统的方程，求出适合 
cj ( t 0 )= co 0 的解,这样才能完全掌握 / OG )). 

然而，对-些比较复杂的过程，例如统计物理中分子间的碰 
揸，热力学中物理的热量扩散等,往往很难实现上述两个步骤.这 
是 因为： 

(1) 初始资料的确定几乎是不可能的.因为在实际操作中不 
可能在 i ~的时刻测得系统所有各处的值，而任何一个被测出 
的数据也只能是物理量对时间的平均，即量(设 4-0) 

] t (<^) = | / do ) 忍 • 

( 2 ) 即使第一步有可能实现，当自由度《很大时，系统所满足 
的方程在求解时也会遇到很大的困难，所以更无从确定当然 
也就无法知道物理量 /( 山 W 了. 

为了用其他方法来确定物理学家根据实验进行总结， 
得到对某些运动体系来说，当 T 充分大时，量/ 〆 《)接近于一个确 
定的值，这个值等于该物理量在初态吻精确度允许范围内态@处 
的值的平均.换句话说，在 O 空间上存在一个测度使4^。关 
于这个测度保持不变，即设 “ = 0时,对任何可测集见 , M 
pUO , 而且 

lim^rf f ( 山公 )dt \ f f (o) do). ( 忍） 

r Hrco 7 J o \i \M) } M 

Louville 曾证明在适当的条件下,例如保守系统的情况，能最 
五为守恒的，所有具有能量 E 的变动轨道必然落在 H ( f , q ) = E 
上.此时，不变测度可以取为 
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其中，1是曲面丑=忍上的集， da 表示面积元素, 


gradiiT 



如果研究的是固定体积内分子的碰撞，显然可以取 P 为体积, 
因为这时在任何时刻下体积不变，即 . 

数学中的遍历理论就是研究什么条件下等式（丑)成立.方程 
式⑺）就是遍历理论的数学形式.适合条件（扔的态就叫 具有遍 

历性的态. 

我们再考察流体力学中的一个例子.考虑在三维 Euclid 空 
间中有界域 O 内流动的不可压缩稳定流.设通过该流， O 的点 o 
在 Ti 单位时间后被移至 D 的点 0> B: 

(« = 0, 士 1，士 2, …； 0?。= 6>) _ (2) 

所 谓稳定 的假设意味着流的情况与时间的原点取法无关，所以具 
有群的 性质： 

(<^») m ~ ^ n + »»* (3) 


所谓不可压缩的意思是. • 假定集合在〃个单位时间后被移 
至即 A n ^{ o > n \ coEA } f 当且仅当 d ( Lebesgue ) 可测时，人可测, 

且其 Lebesgue 测度满足 

m ( A n ) = m (/4) . (4) 

按流体力学的术语，那就是当给定的力学系统的可能状态用 
相空间 O 中的点 o 来表示时，稳定不可压缩的条件即是指:随着时 
间变更所引起的迁移过程 (2) 满足条件 (3), (4). 

用 Lebesgue 测度论的工具，研究 co 的情况，这里的所 
谓遍历性问题，就是研究在什么情况下，对任何的蚁岣弘⑷)，有 


71 — 1 


x(co)do. 

J D 
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2.4.2 遍历定理 


这一小节中，我们要介绍 G. D. Birkhoff 的 个别遍历定理 （定 
理 i ) 及 J . von Neumann 的 平均遍历定理 （定理2 ). 

考察迁移过程 2. 4. 1(2)，假设条件 2. 4.1(3), (4) 满足. 

定理 1 (Birkhooff) 设怎 (o)eL(O), m(fl)<oo, 则对 *0 中 

几乎所有的 o ，存在有限函数， b ), 使 



1 rt - 1 

(①） —lim 一 

n 

0 


( 1 ) 


而且 


X* (CD) dco x (o>) dco. 
o J a 


此外，对几乎所有的 o ， 


(<i) fc ) —x* (o>) (A = 0, 士 1， …）. 


( 2 ) 



证 只要对； rO ) eZ >0 Q ) 是实函数的情况证明即可.又 (3) 是 
(1) 的显然推论，现在来证明 （ 1 ), (2). 

首先，为了指出的存在，只需指出当《<卢时，如果用 
W 表示能使 


<a 

n-^oo « j n 今 oo t 

同时成立的似的集合，则 m ( N )=0. 为了证明 m ( iV ) = 0, 只要证明 

_ 

x { co ) doj^m (4) 

因为只要 用-^ O ) 代替; r O ) ，同样可得 j / ( o >) d < o ^： m { N ) a ， 再由 

a < 卢即 hJ " 得 m ( N ) — 0. 

视在，对整数 a ， b ， a < Cb ，~ 
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y a ，b O ) 二 2 x (公讯) • 

a 

对于某个叫如果存在满足 

‘ & (0)>卢,且当 时 ^， & '(6>)<芦 

的整数~则以为端点的区间（〜0称为对应于 ◦ 的特异区 
间.因为当 a < Y <6 时有 

Va 9 b (^) =t-— — { W — a ) 穿 ㈣’ （公 ）+ (6 — a) y a f (o>)} f 

b — a 

所以，对应干同一个《的两个特异区间 ( a , 6) , < y ，&0，除了可能有 
一 方包含另一方的情形以外，只能互不相交。当给定 o 与正整数 
I 时，如果 （ a ,6) 的长度 & — 而且是对应于的特异区间，但 

不被包含于其他的、长度不超过 Z 的特异区间（对应于同一个^ 
的)之内的，我们便称 （《,&) 为对应于 o 的卜特异区间由上所 
述,对应于给定的0的卜特异区间，假如多干一个的话，必定是互 
不相交的. 

由集 W 的定义，对于 W 中任意的点％只要丨充分大，必定唯 
一地存在形如其中的 Z - 特异 区间. 对于固定的 
1,认！^ 表示# 的点中有含0的卜特异区间和它对应的那些点的 
全体，那末 


NxdCNzC …， (J Ni = N m 

/ - 1 

把表示为互不相交的 N p ， q 之并， 

9= 1 ? P = 0 

在此 iVpw ，为 iV z 的点中有卜特异区问 （一 A —P + 9) 和它对应的 
那些点的全体所成的集合. 

但是， 
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p r <i 


y — = 〉 J 37( ① m ) = i / o^g p ) 

q 


m ■一 


故 oyeN P9q ^ 是等价的，从而由 

7W (iV p 9 g) — in (A Q ^ q9 ) 9 




x{co) ico- : x(oy)X N (co. p )doy 

J Q 


^Ot® 


x (6) p ) do> f 


因此 


f x(o) do 

Nt 


22 l 3： ⑷仏 

- i p-o J ptq 

f x{co v )dco 

I . 

> ] 《 1 ^Oyq (^) drCO * 

殳 =1 J 況 o,5 


如果 a > eN 0 , qf 那末，由于 y Q » p ， 


rft 


x(co) dco^fi 2 qm (U 


9 


q- i 


p 


? = 1 p = 0 


因此，令 〖3 CO , 即得 


x ( co ) dco ^^ m ( N ). 


N 


其次，证明 (2) 式成立，对于非负函数列 


n 


n 


> ] X (公 m 〉 


ft - l ，2. 


应用 Fatou 引理，得 


lim 


On 


，09 


n 


- 22 x ( co m ) 




n 


Q 


4 2]尤( 〜) 


day 


^lim 


n , 

^2 ' x 
l J 


icOm) \diO. 


(5) 


由 （5) 式，利用前一部分的结果及 n 1(4) 即得 


[ (co) 

J Q 


dco^ t x{co)\ day. 


( 6 ) 


另一方面，记 + { x ( cj ) + a :(6>) j , x 2 ( co )^^-^ x ( oy ) 


— it ( ct >)}, 则 


x (co) = x l (o) — X 2 (O). 


(0) 与; r 2 (0) 均为非负且可积的，此外， 

x*(co) ~x* (co) ~xt (co ) 9 

因此，只需对或 h ( co ) 证明 (2) 式即可，从而不妨假设有; T (6>) 
^0. 这时，由 （6) 可得 

x* (a>) dco^ x (co) dco. 

• Q • Q 

为证明相反的不等式，只要注意和 （4) 的证明相仿，可以得 到：当 
«<#时,对满足(6>) <々的0> 全体所成的集合 iV 沁，奶，有 

am {N (a, x (co) dco^.fim {N (a, ^)), 

J Nia^Q) 


由此，利用 f O ) 可积，得 


x* (co) dco^lim > ] 


/— 」 07 ! 
n 400 , ^ 

fc =1 



( k -1 h \ 
n ,2 V 




x(co) d<o. 


证毕. 


定理 2(von Neumann) 设 rr(6))eL 2 (0),m(D) < f oo, 则 
必存在 f W ) eL 2 ⑴），使得 


...... . * •: _>.x . ■: f. ， jtp.w 


.-V .*： v ^ -〆 >V f 
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limf —x*(co) 

J O W * 1 
0 


d co — 0, 


(7) 


而且 (2), (3) 成立。 


证 关键是证明丄^] 1 z(c^) 是 L 2 (fl) 中的基木序列，这 


0 


时，极限 x * eL 2 (fl), 而且由逐项积分即得 


r 1 n ^ 1 

x*(co)dco — lim — 


( oy m ) do ) 


lim —f x(co) dco 
n->® n t£ — mk J Q 


(< o ) dco . 


即 (2) 成立.为此，作算子^^(0)=4叫）。显然 ，1U4 = I4, 从 
而易知它是酉算子.考察按算子范数有界的算子序列 


0 


n 


简记心 =丄乏]/7\今证 {‘} 为 L 2 0Q) 中的基本序列, 


0 


由于 i 2 山)是可分空间， c/ fc —致有界，故对任何 


0 


x 6 P ( G ), 必有{^}的子序列 { av } 弱收敛 f <先证 O 
由于 

\Ux n t — x n f \ = 4^ I U nf x — x\ ^ xl , 


w w w 

即知仍 V — 另一方面，由々 — 所以 f/w — 故 
，，即 (3) 成立. 

再证 W = lim ;r„. 因为 a; = ;r* — O* —z), 而心*=^*，所以 

ft 4 GO 

fl — \ 

* + 丄 取 （ n *), 

Tb 


X n — X 




n - 1 

因此只需证先设，€刪/-以显然, 


n 


lim-y ^ = 0. 
n^» n 


( 8 ) 


由于 — 致有界，故 (8) 式对 於瓦 (/— f /) 也是成立的. 

l n 0 > 

现在，只要证尤 一 f /) 即可.若不然，存在 / e ( z 2 CQ ))*, 
f ( x * — x ) =1，/| ^ TT-vT ^0. 但是 


u m x~u m ^ l xe^(i~u) f 


n — 1 


所以 = 从 m f 


^ y \ u m x 


/Or). 由 ; r〆 


得 /(，）=/<>)， 此为矛盾。证毕. 

实际上，用类似于上一定理的证明方法，读者可以自行证明下 
述定理. 

定理 3设 T 7 是 Banach 空间 X 到自身的有界线性算子， 


sup 


y^ t T m < + oo. 


lim—-1^ 7 "! =0, 

n -^oo W 


如果对某个士叉，点列 {〜} 含有弱收敛于， ex 的子列，这里％ 


n - 1 


那末必有 


0 


s-\imx n ~ x* , 


Tx 


氺 _ ^ 


关 下定理 1，2中的 （1) 和（7)，还可以进一步地写为下面的 


形式. 


， :■- C -fc * 
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定理 4在定理1,2的条件下,分别有 


本 


n - 1 -n + 1 

(<y) ^ lim — ^ lim — x{a) fIt ) (a. e.) 


0 


0 


及 


lim 


^2x(co m ) —X*0) 


0 


2 

do 



y ’ x {< o m ) — x *(^) 


2 

dco~ 0* 


换言之，即将来的时间平均等于过 i 、 的时间平均. 
这个定理的证明从略. 


2.4.3 推广的形式 

这里我们对上段定理 i , 2的推广形式稍加介绍. 

近代遍历理论的主要对象是研究可测变换的性质，特別是具 
有不变测度的可测变换的性质.设 （ D ， 领,/0是一个全^有限 
的测度空间 ，史是 Q ~> Q 的变换，如果对每个 Be^ f ( p ~ l B 仍是深 
• 中元时，称炉是可测变换.如果炉是上的双射，并 且史和 它的逆 
变换都是可测的，那末称*是 双可激变换. 对可测变换史，如 
果抝对每个淡成立，那末称炉是保測变换，这 
时也称 M 在史下 不变.设 P 是一个双可测变换，如果由 
\5) U (丑 \< p _1 5)) 二0必能推出 / u ( b ) 二0或 就称沪 

是遍历变换，这时也称#是在下的遍历测度. 

设史是可测变换，对每个可测函数/(⑼，作一列映射 

n 〜1 

= /(0 O ), &=1，2,…，以及平均序列人即 A nf (^=- 

71 

0 

iV /(^ fc a >), n ^ l , 2,….在这些记号下，点态遍历定理显 
n 
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然可推 广为： 若炉为保测变换， _)< ①， 则对任何 / eL ( u , 
观， M ), 函数列 { A n f } 必几乎处处收敛于一个函数平均遍 
历定理可推 广为： 如果炉是保测变换，那末对任何 
/0, {人/}必按范数收敛于一个函数 r; 在上述两种情况下，几 
乎处处成立着 /* Opco ) = f * ⑹ ，并且当// (O) <co 时，都还能得到 

( f*dii = \ fd ^ i , 特别，当 p(Q)=l， 即 " 是概率测度，且9是遍 

J Q J Q 

历变换的时候，就得到时间平南（极限） r 几乎处处等于常数 
f mm (相平均).这就给出了统计力 学中基 本假设的数学论证. 

JD 


2.4.4 算子半群的迪历定理 

点态和平均遍历定理还可不太困难地推广到有界线性算子的 
单参数半群{凡 | 00} 的情况。这时，代替上述 {^ B } 的是考察适当 

条件下的极限 llim+ rTjs . 此外，还要讨论匕心在0时 
极限的局部遍历定理，以及当0或 A—OO 时极限 

J 0 

的 Abel 遍历定理等. 

我们在本段将介绍两个 Abel 遍历定理.为此，先复述一下 
Abel 平均的槪念. 

设分⑴是 (0,+m) 上定义的函数， lim + 存在，而 

£今+勿 

且在任何有限区间 [0,7] 上 ,{/(<) 可积，则 

lim g ( t ) dt 二 g ( + oo \ 

T-¥+^l JO 

读者只要用微积分中简单的技巧即可证明这个 结论. 我们知道， 
以是〆 《) 在 [07] 上的算术平均，自然可以考虑其他形式的 
平均：设 f(“T)(0<Kr<+oo) 为非负可测函数， /G,T) 在 [0,T] 
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上有界，且对 （0，+co) 上任一局部可积函数 5(f )， 当二穿 
( + 0O) 存在时， 


卜 ， W ⑴以，风 
Jo 

则称 f ( t ， T) 为一个权，而对 (0, ①）上任一局部可积函数％称 


rT 


\ T f{t,T)dt 

Jo 


0 




( 1 ) 


为穿 (《) 在 [0,T ] 上加权的平均. 

例1 若2>0，/(纟，7)=厂“，奴<)为有界可测函数，则（1)式 

即为 


A(l-e~ AT )'- l ^e- u g(t)dt 


当 + oo 时，其极限为 


A 


+ 


0 


e ^ u g ( t ) dt f 


( 2 ) 


称 (2) 为在 （0, +oo) 上的 Abel 平均，记 


OQ 


(A) - lim lim Al e ~ Ai g ( t ) dt f 

x - ^0 + Jo 


>oo 


这里，假定右边的极限存在. 

现在把上述概念引入半群的理论. 

定义 设 {A |t>0} 为 Banach 空间X上的强可测算子半群, 
如果存在?7>0,对任何 xEX 9 

e~ H \\T t x\\dt <oo, 

J V 

而且存在 yex, 使 

1 i m ]| A e~ xt T t xdi —y] — 0, 

A —0 J v 

则称 100} 在无限远处是强 Abel 遍 历的， 且记 
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y = s — 

定理 1 设 { A I i >0} 为 Banach 空间 X 上强可测的算子半 
群，而且对每一 A>0, 

[ + Vm ， <OD. 

Jo 

又设当於叉时， T t xdt ^x m 若 {L M >0} 在无限远处是 

n V J o 

强 Abel 遍历的，记 lim 则 

i 

(i) P 为有界线性算子，而且是平行投影，即圹 = :?; 

(ii) 对任何 《>0,?7^ = 7^ = w 

(iii) JT O) =^^(A ) ，其中 j 为 {T t } 的母元; 

(iv) 淡 O0=，M), 这个集合即 {TJ 的不动点全体； 

(v) X二纫00 + ^(，). 

注上述算子$就称作算子半群的遍历投彩. 

证⑴由假设，对任何 於X， 当 ReA>0 时 

+ °°e~ At T t xdi 

Jo 

存在.和 §2.2 相仿，可以证明上述积分即 U/ — 4ry 又由假设, 
对每个士叉， s-lim>lf e _ "7^o：(Z《 =料，即 5-Iim/l(A/ — ^4) ~ 

X - ►OJ 0 A 呤 0 

由共鸣定理，易知必有两常数使得 

A\ ai-A) I 0<A<d, 

因此是有界算子， P 的线性是显然的.再由 

4 

=^—〆("/ — A)~ ] x —- 〆 — A (A/ ~~ -1 怎， 

A —" A — fl 

令 fi—Q ， 即得 

A(M — A)^ x fx^px f 


；i f y : 妒 v . 1 ：、A : , ^ ^ - -• ： ._; 作 。> 




*•••• ^ ? i | S '-« xi !** 


■ n..m s> 
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再令 A ->0,便得；> 2 = A 证得⑴. 

( ii ) 当； 时，对！>0, 

T 5-lim^T f ( e^ Xi T t xdt — 5-lim e^ xi T t ^ { xdt 
；,-►o J o a—oJo 

「+ oo 

^ s - lim ^ e A| e 一 Xv T v xd/q 
；-»0 j f 

^ s~MmKe H (* e~ ；tr, T n xdrj )— px, 

\ A ^0 J 0 / 

故八户; P , 类似地，可以证明二； P . ( ii ) 得证. 

( iii ) 今证明汝洛 04) 时,？(如）=0.由于 

( AI ~ A )- ] ( AI - A)z = x , 

立即可得 

A { AI - A )~ l Ax ^ X L ( AI ~ A ')~ { x ~ Ax 9 
令0,即得故 w (/0 ] mAT ； 反之，若卯=0,则由 

ai ~ A ) ai ~ A )~ l y ^ y 9 

即得 

A(M — A)- 1 y^ACAl~A)~ 1 tf-\-y 9 


故由 M = 得知 

y = 5 -Iim ( — A{AI 一 A ) ~ l y ) , 

/ 0 

所以 即， ( m ) 得证. 

( iv ) 由 （ ii )， 

( T t — I)fx = 0, yx^：Xy 
立即可知押 6 忽 04), 而且 

rp — T 

Afz = lim ― — — px ~0. 
t-*o f 

因此 ，纫 ( y ) C ^ U ). 反之 ，若 yejr ( A )， 即却 = 0,则由 §2.2 可知 


^l = T t Ay ^0 9 
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因而与 《无关 ，千是存在 〆 6 X , 使.但 

1 7 1 

V ~ lim — T t yd 7}= lim — y ! dr ]~ y f 9 

故所以中每一点为 L 的不动点.另一方面， 若 U 
为八的不动点，则 

• + oo 广 + oo 

X e ~ At T t ydt e ^ At dt = y $ 

* 0 J 0 

故 mpy = y ， 于是斤況⑻ c ， M ) ,这就是说， 04) 是 A 的不动点 
集合.上面顺便还证明了 ^^04) 时故， 04) c : 领⑼， 
所以，（4)=现00. ( iv ) 得证. 

( v ) > t | x ^ X 9 ^ x = px J r ( x ~ px ) , 

■=0，故^ — ?於^0 ).又种 6 现 O ), 此即 X 中任何元素必为观00 
与中元素的线性组合.又若 X 中某元素; r 有两种分解 

X =L X\ ~{~ Xz =z SCi + 尤 2 ， 

其中 a ： i,xi 6^(^), a ： 2 , 则由 x x — x \ = a; 2 —〆 2 可知 

x x — z \ 6观0)门/(?)， 

但由 A — a :; e ^(70 得 a —< = 卿， y 是 X 中某元素，再由于 ？ Or 
— d ) = o 得 》 2 y = o , 故 vy = o , 从而 a：i = a：i ,即 z 中每个元素的分 
解是唯一的.证毕. 

注在定理1 中若去掉假设 lim 丄在 X 上处处成 

t ? 40 V J 0 

立，则除去需把结论(⑴）改为 WOOC ： 廢 W 而外， （ i )，（ ii )( iv )， 
( V )均成立. 

下面的定理进一步讨论了无穷远处强 Abel 遍历的条件. 

定理2设 { T f I 〖 >0} 为 Banach 空间上有界线性算子的强可 


测半群，对任何 A >0, 


0 


e^ Ai \\ T t Idt < + oo. 
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而且对任何 x€X ， 

IP 

s-lim — 7\xdt = 

yj ^0 ” J 0 

则下列三个条件等价 

0 ) { 八 } 在无穷远处为强 Abel 遍 历的； 

(ii) 当 0</<1 时， 2 ||(A /— ] ||<礼而且 

X=^(A)+jr(A); 

(iii) 对每个汝 X, 集合 U(A/- 4 广 4 i 0 <A< 1 } 是弱列紧集 . 
证在定理的假设下，设 ReA> 0 , 对 z 6 X ， 作 

RiX)x= f e~ xt T t xdi 
Jo 

与 § 2 . 2 相仿，可以证明 iUA) 为有界算子，而且 

(A/ — A) R (A) x^x(x^ ： X) ； R(A) (KF — A)x = x (x€ ② （ *4 )〉， 

换言之，丑 u) 二 or—w 1 . 

先证 (ii) j(i) 设 (ii) 成立，当於这时， 

XR(X)x~ E{X) Ax+x, 

故当虻， 01 ) 时， 

AR(A)x— x y 

因而 

s~ {A) lim T t cc = s~limAR(A} X m 

t 呤 +oo X - ►O 

若 xE^(A), 则必有 !/€X ， 使 X 二 Ay . 由 

k 2 R{K)y^XR{X) Ay + 入 y, 

令 A- > 0 , 注意到 |A/ 2 ( ； l)|<M ， 即得 

s-\imXR{K) x 0. 

2 呤 0 

若甿由上式易知 limA/ 2 U) 3 ： 二 0 . 由于 (ii ), 对必 

_ 乂呤 0 

有 ; 领 (/I) ，，使 ; ； r] i *r ?， 于是 
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US 


S-limAR (A)X'-S- limA/t (A)^! | s- HmAR{A) x 2 '- >2. 

a-> o a -»o a 呤 o _ 

这就证得了 （ i ). 

( i )>( ii ) 由定理1， 3(1) 成立时，必有 

使得 

A \\ ai - A )^\\^ M [ f O < A < S , 

但是，当时， 

Aii /? a ) i<A f + % 一 

J c Jo 

取 I = 丨， |1、-“|凡||“），即得 ( ii ). 

( i )^>( iii ) 显然. 

( iii )=>( i ) 对每个固定的 ar , 记 W ( x ) ^ { XR { X ) x \ 0 < X <\}, 

由于 WO ) 是弱列紧的，由共鸣定理，即得 TF ( z ) 是有界集，再次应 
用共鸣定理，即得 M < a ^ f 使得 

sup \ XR { X ) 

0 <A <1 


利用灰 O ) 的弱列紧性，必存在一列{心}，0<心<1， & yex ， 使得 
对任何成立着 

limf ( An ^( An ) x ) = /(《）• / o \ 

n \ O / 


现在，先证明 

AR ( A ) y-^y ( A >0). (4) 

实际上，对任何/>0,取充分大的《，使 0<人<丄 由 

£A {XI — A) 1 — l~\A n {?i n I — A ) _ 


__ A » 

乂 n —义 


\^ KR { X ) — 


(5) 


注意到 ft — oo 时， （5) 的右边强收敛干0,再注意到 （3), 即可由 （5) 
得 AOT — 4)、一汉= 0,亦即⑶ 一 /]夕= 0,这就是 （4). 由 （4) 
得到 


... ^ . . v ^ . Kikri ... : , - m . 1:.0辦.•.令 -••. w ••: .... 、今 • 七罐卿 - - 
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kR(Ji)x :y A/^(A) (x (6) 

为证明 （ i )， 只要证明当 A ->0 时，（6)右边第二项强收敛于0即可. 
记 &=[/ — 取1)]叉.当时，必有使得丑（1)] 
类似于(5)，有 

ARiX)v^ -xA- ZAR {A)u-R{l)u} 9 

A 一 1 

因此，当 A — o 时， = 又由于 I ARO ) l ^ M y 故对 

，有 

x-limAB(A)v~0 /7 、 

A -*-o • 、裘） 

由⑺式可知，只要证得虼 尤 即可.若不然，由 Hahn-Banach 
定理，必有 /6 Z % 使 

/ O —= 

因为 ar — 丑 （ DzeA , 故 / U )=/ (取 1)欠).但及（1)狀（ X )=^ r x 

[/2(幻一丑（1)], 

因而 

f{XR{X)x)^f{R(\)kE{X)x) 

此(乂》-义 /( 开(1〉怎〉] ， 

由是, = 在上式中令即得 

/( W =/0 r )， 此为矛盾.这样, s -〖 im 犯⑺ Oc — y )=0, 由 （6) 即得 

i - ►O 

s - limXR ^ X ) oc ^ y . 证毕. 

X 呤 0 

§2.5 单参数算子群， Stone 定理 

算子群当然是一类特殊的算子半群。本节在一定的限制下, 
研究了半群成为群的条件;其次，本节介绍了在理论上和应用中有 
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着重要盘义的 Stone 定理，给出了这个定现的两个证明；最后， 
我们还将给出 Stone 定理在平稳随机过程和平均遍历定理中的 
应用. 

2.5.1 半群成为群的条件 

本段利用半群方法来讨论强连续的单参数算子群.我们所关 
心的是满足下列条件的有界线性算子族 — 00«<十00} : 

( i ) T 0 = I , T …二 T t T s (― oo < f ， s < + oo ); 

(ii) s- lim T t ^T t0 ( — oo<C 《 o<C 十 co); 

t 0 

( iii ) 存在 々>0, 使得 1 * I ( —① < e < 十 oo ). 

对干单参数算子群,我们也用 

Ax~s~\i m -^{T k — 7)ar (1) 

h -*0 ^ 

作为无穷小母元2的定义.当然，2的定义域是使 (1) 式右端极限 
存在的^■的全体. 

类似于 2. 2. 4 定理 2,我们有如下 结果： 

定理1 设 4 是 Banach 空间 X 上稠定线性算子，则4是满足 
( i )，（ ii ), ( iii ) 的某算子群的 母元的充要条件是存在正数对任 
何实数列 l—oo, 满足 

⑴当《充分大时， /?(》„) 广 1 为有界线性算子令 
( ii ) 当 卢时， 

注必要性 对总 —+OD, 由 2. 2. 4 定理 2, 考察半群 {7\ 100} 
即得⑴因此，不妨设 A〜一m. 为此，只要考察半群 {^1 

丨〜 A ' 廿山咖 — m 人； 7 T 廿 JTL 二止 X 一 4 
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： =/ia:+ ( — Ax) =0, 

的母元在一稠密子集上为 0,又 T t f t 是有界算子,故必有 



\ T h x h - Ax \\^\ T h x h - T h Ax rT h Ax - Ax \\ 

^II^aI 1 x h —Ax\ + 1| (T h —i)Ax\ , 

当 6\0 时,上式右端趋于 0, 从 而当 : re 釣 04 ) 时 

~ s - lim^A - a - ,) j : 

1 

丁（，一 ~ Ax m 
h\Q n 

同样可知, K 必 C 4) 时，如= — ia *, 从而 — 冼 

对 {A M >0} ，利用 2. 2. 4定理2,即知 A n -> — co 时， （ i ) , ( ii ) 

成立. 

充分性只要在 ( i ),( U ) 条件下，证明以 X 为母元的算子半群 
{ T t \ <>0}及以 i = — 4为母元的算子半群{夂 \ t > 0 } 满足 T t f t ^- 
^7\=/(£>0)即可.任意取一列实数九 — + co , 然后，我们类似 
于 2. 么4定理 1,作7 7 (； 1 )-^*^3 ( 、)，史 < ，〉= 6- < 心^“》)，则有 

T t x = 8~limTi n } x f 

n -f<x> 

f t Z = s-\imf ( t n) x, 

n 

而且 

^\ T t f 3 x - T < n > f 8 x \\ + \\ T \ n } f s x - T \^ f \^ x \ 
< U ^ t - T ( t n ) ) f s xH IT < b >| I (夂 —f (，) xl —0 O — cc ). 
同样， lf a T t x -~ f ^ T ^ x \\^ 0 { n ^ ca) t 但因 

{ l n I — A )~ x , { X n I -]- A)~ x 

可交换，故与 f 卜可 交换，从而由上证，与炉，可交换.于 
是{几史山>0}成为半群.当 re 必 04) 时 

9-\im^{T h t k — I) x 

= s - lim 史 a 备 (A — /):r 十 s-lim 士 ( 少 & — ’) 工 

I \0 n h \0 « 
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~ Ax + ( — Ax) — 0 , 

即汉夕 J 的母元在一稠密子集上为0,又八八是有界算子,故必有 

证毕. 

2.5.2 单参*酉算子群的 Stone 定理 

本段讨论一类特殊而重要的算 子群: 单参数酉算子群. 

设丑是 Hilbert 空间，孖上的单参数酉算子族 {l/ ( |-oo« 
< + a} 满足 

U)JJ • 二 Ut + 乂 oo< 名， ! s+ oo) f Ud~-I$ 

则称 { R } 为单参数酉算子群. 

对单参数酉算子群 {^}, 显然有 

U 产 TJ : 1 产 Ut “ 

定理 l(Stone) 设 {R| —oo<f < + oo} 是 Hilbert 空间 丑 上 
的强连续单参数酉算子群，则必存在谱系 -oo<^< + 00}, 使 

uM ^ e ^ dE X9 (1) 

J — oo 

且无穷小母元4 = i 艮其中 

ME X . (2) 

证一因为 贝 ( 1«>0}是 (c c ) 类算子半群， 故无穷小母元 3 是 
稠定 闭算子，当釣 04) 时， 

g^=AU t x = U t Ax. (3) 

(3) 式对 t ^ O 也是成立的.实际上,设 i<0, 取 
对 釣 U), 由 — + Y - U ^ y = u t0 可知 

存在， 令； r=%oy， 于是 

h^O « h^Q 办 
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又因！ < 0 时 ，Wi — 故 

U t Ay^AU t y f 

这就证得 ( 3 ) 对 一 cc<i< + ①您 ( 4 ) 成立 . 

由于於您 04 ) 时，在 （ 3 ) 中取 Z = 0 ,得 

Ax = ^-U t x ， 

Git 

因而易得土 = 一 # ，故 = 即 B 是自共轭算子.由谱 

分解定理，存在谱系 {&}, 使得 

r+«> 

jB= j AdE A9 

J - oo 

作 6 = 見，易知这是一个强连续单参数酉算子群,今证其 

J - oo 

无穷小母元为次事实上，若 ze 必(^),则 

ikil 2 +|]^l| 2 -( +00 (l + ^)^i^l 2 <co , 

J — oo 

利用 Lebesgue 控制收敛定理，即得於必 ( 4 ) 时 

h^O 沒 A— 0 』 oo ft 

=0. 

故若 A f 为 {F t | 0 <《< + cx>} 的无穷小母元，则奶 U 0 =) 您 04 ), 且 
当 W 奶 04 ) 时，由上式得 Ax^=A f x f 即 / 是 2 的扩张 . 如前证明， 
记 W 二 U' ， 则 S' 是对称算子 , 且是 B 的扩张，因此只有 BP 
A = A\ 既然％与 F, 有相同的母元，利用母元与单参数半群的对 
应性质，立即得到纟 > 0 时 , 再由 u. t =uuv. t =v* lf m 
^-F,(-oo<^< + od). 证毕 . 

鉴于这个定理的重要性，我们再绐出一个不利用算子半群，而 
用 Bochner 定理的证明方法 . 

证二对任何心 輝，怍 

F: ， y (J) 二 (U t x,y) (― CO<f< + CO). 


(4) 
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取 X ^ H f W 卜1，对任何…， G 和任何一组复数^，…，匕，有 

^ 2 f xx ( ti - tj ) ^ 2 ( u u . t . x , 

i * i * t i 

= ^ cu ti x t u tj x ) Le j 

* J 

x\\ z >0 9 

i 

即是正定泛函.由％的强连续性又可知 A ： r ( i ) 是《的连 
续函数，并且 F j：x(0) — |]^?|| — 1 . 由 Bochner 定理知道必定有 （ 一 ①， 
+ oo) 上单调增加右连续函数〜:〜 （一co) =0, //:( + oo) = 1，且 

F xx ( t )=[ + °° e ^ dfi x a ). 

J 一 oo 

一般地，对任何 A 由等式 

^ zyi 0 = ( U t x f y )=^( U t 0+y),；r+y) 

一 — 30,怎一没） + 车 [(" iOp + 纺)， z + iy ) 

% 

立即知道 

^ xjf( ^ ) — [ 忒/ ^y(0， 

J — oo 

f^x+ i/CO — "u(^) + ~~~ ("j?+iy(0 — x - i yC t >)]， 

% 

MwG) 是有界变差函数. 

对固定的 ) 是 AST 的双线性有界泛函，因而由表示的 
唯 一 '性 易知，对固定的〖， "rJ/(() 也是$，9的双线性有界泛函，因 
而存在有界线性算子使 

f ^ x , y (, ^ ) — ( E t x , y ^ (… oo + oo) ， 

由直接验 证可知 _- CO<i< +~CO} 足一个谱系.于是，由 


其中 ， = \ 


..私 卜， m 舞 . •“!.《>. . *4" 1 ••吟 .•》* V.U .. J .. . > ,、.！.冰5如 i . 〆 . W ^ sf . • 
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(^U y) — I 6 i ^ t d i^E £ x 9 y) 9 

J — on 

得到 （1) 式.证毕. 

在 Stone 定理中，要求{%}强连续，实际上，如果单参数酉 
笕子群 UM —+ 弱连续时，必是强连续的.这是因为 
对 are //， 当 时 

)1 U h x~x\ % = lUuxY-W^^ — U h x) + \x\\\ 

- >2|| x | i 2 ~2 lx | a -0. 

von Neumann 证明了在可分 Hilbert 空间中，单参数酉算子 

群的强连续性可以由弱可测性导出，这个结果还能推广到可分的 
Banach 空间 

定理2设 X 是可分的 Banach 空间， U >0} 是 X 上弱可 

测的压缩算子半群，则它必是强连续的. 

证对任何 zeX，"〆 弱可测.因为 X 可分，由] .2.2 的定理 
2, t /^ 是强可测的.设0<^<77<^；<|,且其中 e >0, 由 
F 按 7 j 取 Bochner 积分，得到 

(b-~a) (U t±e ~U t )x^ [ U, 队 土,-，一 K 一 Jr 初，令！ 一 

J a 

得到 

(办 一 幻10^士，一 ( u r ± t - u f ) x } dt . 

对任何 6>0, 可取有限值函数使 

\ U x x — v T \ dr < d ^ 

在一 b - e 

WvA ^ luM , 

注意到对于有限值函数％, 

f i —a ( 

lim \\ v T ± t ~ v T ldr — O f 

f ^ OJ^b 、 


由此可得 




§5-5 单参数算子群， stoiie 定斑 _ 125 

limii • — R ) x |=0 .证毕. 

2.5.3 Stone 定理的 应用： 平稳随机过程 

设 Z ( t ) ( — OD </<+ CO ) 为一族随机变量，作这些随机变量 
的线性组合 


x =2^ a , x { t v ) t 

1 


其全体按通常的加法及数乘成为线性空间.在此线性空间上定义 
双线性泛函 

(无， s 、= E ( m ， ( 1 ) 

这里丑表示数学期望.显然 ，（ h 幻二0,当且仅当丑（[到 2 )=0,即 
i >( f 乓 0) = 0, 其中 P 表示概率，此时，视 $=0. 由此，按 （1) 得到一 
个内积空间丑。，将它完备化，成为一个 Hilbert 空间,记为丑.称 

(怎（尤 1), 戈 （之 2)) = B ( ti ， 

为随机过程的相关系数.若 Bit ,, Z 2 ) 只与 M — 有关，则称 MG 
为（弱）平稳.如果 

lim 忍 （ |x(t)-;r(0) | 2 ) = 0, 

( 0 

则称此平稳过程为连续的. 

下面，我们仅讨论连续的平稳过程：在仏中定义 R 如下： 


U a (^ C v X ( t v ) 


ww 


1 


( 2 ) 


称^ 为时间的平移算子，它们显然组成一个单参数群.当 


时， 

1 


( U a x 9 U a x )^ 



C y x(t,) f 


Va^C y x(tJ 


1 
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n 

= 2 c iOj (^ di - a ), x ( tj - ha )) 

itj^i 

n 

= 2 c <~(: ⑷)，：⑹ ）=( 龙,宏)， 
i*i — 1 

即 r a 为丑。上的等距算子，易知 c / a 可以延拓为"上的酉算子.容 
易看出£^ = ^ 0 , {^ fl |- co < a < + oo } 为沒上的单参数酉算 
子群. 

由于我们讨论的过程是连续的，故对任何 i = S ^(^), 

I 

n 

lim|" a ^ — f/ 0 无 I =lim ^]c y (U a x(t v ) —U^x{t v ) 

a ^ 0 a — 0 i 

n 

l c ^l lim \\U a x(tJ—U Q xCt y ) [I 

j a -， 0 

n 

二罕 I l C 」】 i^j|l " a “ v 怎 (o)-" 、 (0)(1 

n 

= S ( c, |lim|v a a:(0) —U 0 x{0) J 

j 3 - >0 

71 

= S |c v I lim 五 （ 丨怎⑷ 一 ar(0) j 2 ) =0 ， 

! o -^0 

但 " G 在丑中稠密，并且 仏是 酉算子，故 { R } 在丑上强连续. 

由 Stone 定理，必存在谱分解 

U a ^\ + ^ e iaA dE x , 

J —' oo 

因而 

x ( t )^ U i x (0) = i + W e itA dE x x (0). (3) 

J — 05 

这就是说，平稳且连续的随机过程仅决定于一个状态蚁 0) 和平移 
过程的无穷小母元 M 然，这又等价于可由任何0：(“）及 



AdE , 决定. 
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考察新的随机过程 

Z(A) ~ E K x (0) , — co<C 》〈 + oo (4) 

它具有如下的性 质：当 u , 乂 2 ] n [々，七]二0时， 

E {{z (A 2 ) — z (^i) ) (z (>1 4 ) — ^ (D )) 

=((^, 2 -^)x(0), (E、-EJ ^(0))=0, 

我们称 ZU 2 ) —Zd) 为过程 （4) 的増量.上式说明当区间互不和 
交时，相应的增量相互直交，所以我们把 2(A) 称为正交增量过程. 

(3) 式告诉 我们： 任何一个连续的平稳随机过程是正交增量 
过程的 Fourier 变换. 

2. 5.4 Stone 定理的 应用： 平均遍历定理 

现在，我们可以在比§ 2. 4 稍为一般的情况下讨论平均遍历 
定理. 

设⑷，纫， A0 是一个测度空间， h 为 O 中的双射， Aem^ r 
p t A— {p t x Iar^4}6 领，且 

即 h 是保测变换.又设 {^|- cxD<i<co} 为一单参数变换群， 
L 2 ⑷，谈 ，#) 为平方可积函数空间.当 /ooeno, 诫， "） 时， 
定义 

Utf ( 工 ） = f (pt ^) ， 

则由 

J • 

即知— oo<a< + oo} 为一单参数酉算子群.设 

lim|t/J — /|| 2 ^= lim | /(M) — /⑷ | ⑷二 0 ， 

* ^0 t-^OJ o 
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即 R 为强连续的.由 Stone 定理，存在谱系 { EJ , 使 


U. 






e Ui dE 


X 9 


对任何 /6 L 2 ( D ,. 贫， //), 

a+r 


T 


Y 


_a + r 




a 


T 


U t f { x)ix 


a 


T 


a 


iTA 


e ixl d(Ej(x))di 


[ e , A ( afr ) - e ua ]^ J * 


由此，若记 


五 （0) = limA —lim 五 


kf 


A ^ 0 + A 々 0 - 


则 




a^T 


f(p t x)di —E(Q)f 


a 


2 


U<fl + r) — P iw ,2 

- ~ JJ — ——… )| d\\EJl\ 

I 

这里, i / U ) 当 义乓 o 时为 0, 而当 ho 时为1 •由 Lebesgue 控制收 
敛定理，得 

o + T 


lim "^rj* /^ ~E (0)/, 

r-f±oo ^ J a 


由于 U t E ( 0 ) ^ E ( 0 ) U i9 若记瓦 (0)/ = r , 则 

仏 /* =芯(0)仏 /=lim 示 「 C+T 

limK* / Cp r x) dr — E ( 0 )/ —/*• 


Uj(p t x)dt 


a 


m 

T -too J Q 


m 


故对几乎所有的 & 

f *( p t 尤)=/*(^), 

即 E ( 0 ) f 为不变函数.这就是平均遍历定理的一个主要结果. 
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拓扑线性空间是现代分析数学中一种基本的数学结构.在拓 
扑线性空间中，所讨论的对象是基本的代数运算(加法及数乘）和 
拓扑（或极限）之间的关系.在数学分析中，函数有加法和数乘，但 
收敛的概念却有多种，最常用的函数列的收敛概念是一致收敛和 
点点收敛.在测度论中，又有依测度收敛、平均收敛等收敛概念. 
这许多收敛概念中大部分可以用一个衡量两个元素远近的函 
数 一 距离来描述，但有的收敛就不能如此，例如, [0,1] 上函数的 
点点收敛的概念就不可能用距离来描述. 

还有，泛函分析自身发展过程中提出的重要的“弱收敛”也不 
能用距离来描述，它们要用拓扑空间来刻划，从而出现了拓扑线 
性空间的理论.一般说来，当讨论既有代数运算又有极限概念的 
对象时，有一个基本的 要求： 代数运算是连续的.分析数学所讨 
论的大量问题中，绝大多数都可容纳在拓扑线性空间的框架中， 
因此拓扑线性空间理论是分析学中很一般的线性理论.本章讨论 
柘扑线性空间的基本槪念和一般理论. 


§3. 1拓扑空间 


这一节主要是列举关于拓扑空间的一些基本的槪念和定理, 
目的是以后用到时比较方便.考虑到读者对这些内容都有不同程 
度的了解,所以这节中的大部分定理只叙述结论而不加证明，仅对 
一 部分定理给出证明. 
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基本的概念郎明确地叙述定义，但有些名称因使用时并不统 
一, 对这种情况将略作说明. 

3.1.1 邻域，序，网 

定义设 X 是非空集, r 是由 X 的某些子集所成的集类，如果 r 
具有 F 列性质： （ i ) 0 er , XGr ( ii ) r 中任意个集的和集属于 r 
( iii ) r 中任何两个集的交集属于 r ， 则称 r 是 X 的拓扑.当对集 
X 给定拓扑 r 时,就称( X , r ) 是拓扑空间. 

定义设 ( X ， r ) 是拓扑空间， r 中的集称为(拓扑空间 ( Z , r ) 
的） 开集. 开集的余集称为 闭集. 

由集合运算的和逋关系式，即知有下面定理. 

定理 1设（ X , r ) 是拓扑空间，记( X ， O 的闭集全体为 L 则集 
类 f 有下列性质 ：（ i ) 0 et , Xef ; ( ii ) f 中任意个集的交集属于 
t ； ( Hi ) f 中任何两个集的和集属于1反之，如果非空集 Z 的集类 
f 有上面的性质 （ i ) 一 ( Hi ), 则有 X 的唯一的拓扑6使 f 是 U , r ) 的 
闭集全体. 

定义设 (X,r) 是拓扑空间 

( i ) 如果有 OGtr 使 zoO ) 且 OCA , 则称〜是4的内点 . 4的 
内点全体称为 Z 的核(或开核). 

( ii ) 含有 ☆的开 集称为 A 的 邻域. 

iii ) 如果; r 。 的任何邻域0使 OnZ 尹 0, 则称 z 。 是 Z 的接 

触点. 

( iv ) 包含 A 的最小闭集称为4的 闭包. 记为1 

在有的书中把以 h 为内点的集 称为心 的邻域，而把中定 
义的邻域称为开邻域.本书中总是在开邻域的意义下使用邻域一 
词.由定理1中闭集的性质 CH ), —切包含4的闭集的交集就是4 
的闭包，它的意义足确定的. 
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定义设 d 是非空集，4是中的（二元)关系，如果4具介 
下列性质：⑴对任何成立 asa ;( ii ) 如果 a, fieD 使 a、 戶 
且 ^ Soe ， 就必定 a 二 j8; (iii) 如果 a ， 点，使 a — ：# 且 J3、 y , Wt 
成立则称、是的半序.当对集 D 给定半序、时，就称 （A 

H) 是个半序集. 

定义设0>, s) 是半序集,如果 a, J^D 使 d 就称#在 0£ 
之后.如果 AcAAez) 使0^外对任何 a 6A ), 就称# 是认的 
上界 • 如果#是久的上界且任何 A 的上界 v 都使就称泠 
是/^的上确界.如果且对于任何 a, 卢 6Z>,, MP 与 p~<a 
至少有一个成立，就称仏是 D 的全序子集.如果 D 中元《有下 
述 性质： 当 pez) 且 a、# 时必定#二0£，就称 a 是 /) 中极大元.如 
果 aGZ ) 使得(对任何 # ez>), 就称 a 是厶的最大元.如果对 
任何 拆 D, 有 #Z> 使 v, #弋 v, 就称 Z) 是定向（半序)集. 

对半序集，类似地也有下界、极小元等概念. 

Zorn 引理设0>, 4) 是半序集，如果 D 的任何全序子集有 
上界，则厶必有极大元. 

Zorn 引理是与下面的 Zermelo 公理等价的. 

Zermelo 公理设X是非空集， {4J 是叉的一族非空子集且 
它们两两不交 （a 在足标集 D 中变化），则有X的子集$使得对任 
何 ccGD， 儿门£是单元集. 

由 Zermelo 公理可得下面的 

定理2设 X是非空集， {^},(aGZ)) 是叉的 一族非空子集，则 
有映射 炉:以 —X 使得 <p(a)^A a (aGZ>). 

证作乘积集公 x X ,令凡= { a} x 人 《/>) ,則 {B a } 是 Z) x X 
的一族两两不交的非空子集，于是有 B( CDxX ) 使屯 ( a 6 Z )) 是 
单元集.令史 ( a ) 是使 {( a , 炉 ( a ))}= 丑门圮的那个 （4* 中的）元， 
炉即合要求.证毕. 


— 必舍:砷阶咿！ 
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定义 由定向集到集又的映射称为 x 中的网. 

当炉是定向集 ( A 气）到集 Z 的映射时，习惯上把 ？)( a ) 记为 a 
( a € D ), X 中的网常记为{〜}，足标 a 理解为定向集 （ Z ),、） 中的 
元. 一 般略去0>, 4) 不写出. 

定义设(叉, r ) 是拓扑空间，{%}是 X 中的网, xGX 9 如果对 z 
的任何邻域久有(足标 )《 c , 使当 ao -^ a 时成立 x a eO f 则称网 { a } 
收歎于6记为$(或 x =\ imx a ), 

定理 3设 ( X , r ) 是拓扑空间 ,4 czX ，: reX , 则下列各点 等价: 

⑴ xel ; ( ii ) * 是乂的接 触点； ( iii ) 有4中的网 OrJ 使 L 
— 

证 ⑴ =>(«) 用反证法.如果 z 不是4的接触点，则有怎的 
邻域 O 使于是是闭集且豸(=0。，所以2匚0%但 
斤0%与 （1) 矛盾. 

( ii )=>( iii ) 记0：的邻域全体为 D , 以3作为 D 的半序，易见 
二 >) 是定向集.对于是非空的，由定理2,有映射 
炉:及―4使炉(0)€0门儿 史是 4中的网.如果记 9( ⑺为心 
仍，那末对疋的邻域 F , 7是/?中的元，当灰 6 Z ) 在7之后时, x w ew 
fMCF , 所以 x 0 -> iP . 

0^)=>(1)设{;^}是4中网且; c a — or , 要证 xSJ . 用反证法，如 
果 的邻域，于是有足标《。使 心。6(^ x ao ear 
ru 但 (] rru =0, 便得到 矛盾.证毕. 

定理4 (闭包的性质）设 （ X , r ) 是空扑空间，皂则 
( i ) 0=0； { nHA \ JB )^ AUB ; ( iii ) (1)= A ; ( iv ) J =) 儿反 

之，如果记 X 的子集全体为 S ， 又具有下列性质： （ i ) 
0(0) = 0； ( ii ) 0(^ U 5)-0(^) U < Z >(5)； ( iii ) 0(0( A ))= 
004); ( iv ) 004)二^4,则有唯一的叉的拓扑『使得004)=204 
6 S ). 
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3.1.2 拓扑的强弱、生成和分离公理 

定义设 X 是非空集,^，。是又的两个拓扑，如果 r ] C ： r 2 ，贝 IJ 
称『 2 比 r , 强（或细)，也称 q 比 r 2 弱(或粗）. 

当集 X 有不止一个拓扑时，有关拓扑的概念要指明对于哪个 
拓扑.例如：^的 r 邻域， $ T > ，; r a — a ：( r ) 等. 

定理1设是 X 的两个拓扑，则下列各点 等价： 

⑴ rjlrn 强， 

( ii ) 对任何 

( iii ) 对 X 中任何网{‘}及元 

集叉的任何一族拓扑的交仍是 X 的拓扑，所以对于 X 的集类 
S , 有包含 S 的最弱拓扑， 

定义设 X 是非空集， S 是 X 的集类，则称包含 S 的 JC 的最弱 
拓扑为 S 所生成的拓扑. 

定理2设 S 是非空集 X 的集类且 = X ，记 S 所生成的 

Aes 

拓扑为 r ， 则 （ X , r ) 的非空开集必是一族集的和集，而这族集中每 
一个都是有限个 S 中集的交. 

定义设 ( X ， r ) 是拓扑空间， Scr ， 如果 ( X , r ) 的非空开集都 
是 S 中一族集的和集,则称 S 是拓扑 r 的基. 

定理3设 S 是非空集叉的集类，则 S 是(: X ：的）拓扑的基的 

充分必要条件是： （ i ) [ Jd 而且 ( ii ) 当 R F 6 S , 长 JC 使於 

ags 

uovh 9 有 Wes 使: re 灰 ct/nh 这时， s 是它生成的拓扑 
的基. 

系设 s 是非空集叉的集类，如果 {J x = x 且当 res 时, 

Aes 

Uf ) 76 S , 则 S 是它生成的拓扑 r 的基. 
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定义 设 （ X ， r ) 是拓扑空间，谢 Q ) 足-族 r 的邻域，如 
果对于$的任何邻域 O, 有76货(工)使 V ( ZO f 则称秘 O) 是 r 在 
怎处的基. 又如果级/工)是一族 X 的邻域，且铋/功中有限个集 
的交集全体是 t 在 X 处的基，则称 ％(：0 是 r 在; r 处的子基. 

由定义可知，设 U , r ) 是拓扑空间，{^}是 X 中的网， 长 X ， 
驭 〆 ^是 r 在0：处的子基，如果对任何 Ve ^ t ( x ) f 有足标 a 。 使当 
时 x a EV f 就成立 

定理 4设 JC 是非空集，对每个; r € JC , 相应有一族叉的子集 
秘00,如果 ( i ) 对任何於 X 及0€呦0) 有： r 60; ( ii ) 对任何 zG 
X 及"， F € 欢 O ) 有灰€货 O ) 使砑 CUnr ; ( iii ) 对任何 x € X , 
oe ^( x ) 及痄 o •有⑷使 FCIO , 则有唯一的 x 的拓扑 r 使 
得对任何欢 (* r ) 是 r 在; r 处的基. 

定义 设 U , r ) 是拓扑空间，如果下面的 （0) — (4) 中有一条 
成立，相应地称( X , r ) 满足 T 0 —7\ 公理： 

(0) 对 X 中不同的两点 x ， y ， 有 oe : 使得0门（^}是单点集: 

(1) 对叉中不同的两点 A L 有 u ， l ^ r 使得 "n 的= w , 

( 2 ) 对 X 中不同的两点 A L 有 u,ver 使得汝 neF 且 i/n 
F-0. 

(3) 对 （ X ， r ) 的闭集4及: r ^4, 有 "， V^r xEU f AOV 
且 c / rir 二 0. 

(4) 对 （ X , r ) 的两个不相交的闭集牵5，有；7, K€r 使得 
4 c ： r ， Bc：K 且? 7 OF =0. 

由定义可知，拓扑空间（ X ， r ) 满足几公理的充分必要条件是 
任何单点集都是闭集. 

满足八公理的拓扑空间又称为 Hausdorff 空间. 

满足 7 V 和乃公理的拓扑空间称为正则空间. 
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满足7^和 R 公理的拓扑空间称为正常（或正规）空间. 

注意，在有的书上， A 公理和正则空间的定义正好对调，而 A 
公理和 IE 常空间的定义正好对调. 

3.1.3 连续映射和 ypwco H 引理 

定义 设 q ) ， ( X 2 , r 2 ) 是两个拓扑空间， 映射％ Xpx z ， 
如果对于史 OO 的任何邻域 0, 有 a ; 的邻域 P 使得 p ( F ) C = 
0 , 则称史在 ^处连续. 如果炉在任何处连续，则称免在 
( X ^ r ,) 上连续, 简称炉 在 X , 上连续，也 可简单地说炉是连续的. 

定理 1设(1山), ( X 2 ， r 2 ) 是两个拓扑空间，％ 甿 

X u 则炉在; r 处连续的充分必要条 件是： 对中任何收敛于 a ： 
的网成立免 00— 史 0)( r 2 )_ 从而， 史在 连续的充分必 
要条 件是： 对于 A 中的网及元: r , 当 Wn ) 时成立 ( p ( x a ) 

定理 2设^^山^^丄是两个拓扑空间以:^^—:^则 
⑥在：^上连续的充分必要条 件是： U 2 , r 2 ) 中任何开集0的原 
象厂 ] (⑺是 （ XurJ 的开集.另一个充分必要条 件是： 任何 r 2 闭 
集的原象是 n 闭集. 

由定理2可知，如果 < p 是 ( X u r t )^( X 2 , r 2 ) 的连续映射, 又 r ' 
是叉拓扑且 A 比广强，那末 P 是 QCu t l )^( X 2y r 2 ) 的连续映 
射.类似地，如果 h 是比 h 弱的义 2 的 拓扑，则炉是 
( X 2 , h ) 的连续映射. 

定义 设（ X , r ) 是拓扑空间，如果对任何 xeX ， 有 a ; 的（至多） 
可 列个邻域构成 r 在 a ; 处的基，则称（ X , r ) 满足第一可列公理 .如 
果有（至多）可列个开集构成 r 的基，则称（ X ， r ) 满足第二可列 

公理. 

臼然数集为序足全序的，以自然数为足标的网称为点 


冰.:_ 嫌 
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列.但对拓扑空间来说，点列的收敛概念还不够.例如在 3. 1.1 定 
理3 的 （ iii ) 中，不能把网{^}改成点列 因为由：^ 卩不能推出 
有3中点列 {‘} 使 h 又如在 3. 1.2 的定理1中， （ iii ) 的网 
{ x a } 不能改成点列 { r „}， 因为由: r „-> : r ( r 2 ) 就必定不能 
推出 ^比。 强.同样， 3. 1.3 定理1中如把网改成点列，就只是 
必要条件而并不充分.然而，在上面提及的三个定理中，如果分别 
再假设 m ) 满足第一可列公理，则这些定理 
中的网可以改成点列. 

定理 3 (ypbicoH 引理）设 U , r ) 是正常空间，是两个 
不相交的闭集，则有 ( X ， tr ) 上实值连续函数史 使得⑴ 炉在4上取 
值为0; ( ii ) 炉在 B 上取值为1; ( iii ) 对于任何; r € X , 0^< p ( x ) 
^1. 

证 当 U , r ) 是正常空间时，对子 U , r ) 的闭集，及开集 
如果 OdF ， 就必有开集 F 使得 0 ZDVZ ) VZ ) F . 记4为 t /。， 记昃为 
%,于是有开集 R /2 使对于 i / fl 和％ /2 ，仏 A 

和又分别有开集和^3/4,使得 

c / 0 et / 1/4 cJ 7 1/4 ct / 1/2 ct 7 1/2 c ^ 3/4 c £7 3/4 ci / I , 

接着对于依次的四对集又分别有开集 U 1/Bf Uq/sp U 5/8, U 7/8 满足相 
应的包含关系.这样下去，对于形为 | 的 （0,1) 中有理数可作 
开集％.当是这种形式的数目《<5时, RCCA ,. 记 [0,1] 中 
形为 g ( n 是自然数， Ar 是0或自然数）的数全体为 I 作映射炉: 


工― [0,1] 如下： __ 

a , 当 zew 时， 

<P{X) ^ ( inf {/| teE 9 xeU t } f 当 时. 

由作法即知炉满足定理的要求⑴ 一（ iii ), 故只需证明炉在 X 
上 连续. 对及 e >0, 记炉0)为{，取丑使 t — e < ti < 
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t<t z <Ct -j e ( 如 t 二 1 就取#2 = 1，如 Z = 0就取 Zi 二0)，记0二"， 2 \?^ 
(在 t = l 时记 ( V tl r f 在/ =0时记0 =、），由作法0是; r 的 
邻域且炉 ( O ) c ( z — £，/ + £),所以炉在; r 处连续，故炉是 X 上连 
续函数.证毕. 

3.1.4 紧性 

定义 设 X 是非空集， {A a } 是 X 的一族子集， ACZX, 如果 
U 则称集族覆盖集如果集族{尤}中任何有限个 

a 

集的交集非空，则称是 联族 , 或称 (4J 具有有限交性质 . 

定义设 OC , r ) 是拓扑空间 ，4 c ： x ， 如果在任何一族覆盖4的 
开集 { O a } 中，总可取出有限个集也覆盖山则 称/是 ( X , r ) 中的紧 
集.如果 X 本身是紧集，就称 a , r ) 是紧空间. 

定理 1设 U ， r ) 是拓扑空间， ACX , 则乂是 ( JT , r ) 中紧集的 
充分必要条 件是： 对 （ X , r ) 的任何闭集族 { P a }, 如果 { T ^ fU } 是联 

族,就必定 H 关 0. 

a 

定理2设 （ X ， r ) 是拓扑空间，则下列各点 等价： 

( i ) ( X ， r ) 是紧空间. 

( ii ) ( X , r ) 的任何闭联族{心}使 f ] 心尹 0. 

a 

( iii ) ( X , r ) 的任何联族 { J a } 有公共的接触点. 

定理3设4是拓扑空间（叉, r ) 中的紧集, B ^ A 且 B 是闭集, 
则 B 是紧集.简言之，紧集的闭子集是紧集. 

定理4 Hausdorff 空间 GY , r ) 中的紧集必定是闭集. 

系在紧 Hausdorff 空间 U , r ) 中， 集乂是 紧集等价于集 Z 
是闭集. 

定理5紧 Hausdorff 空间是正常空间. 


辦碎 *4. 


.. 私匕. 
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定理6设 （ Aa ), ( X 2 ， r 2 ) 是两个拓扑空 fnj ， < p ： X ^ X 2 & 

连续映射，则中紧集 X 的象 P 04) 是工 2 中紧集. 

定义设是两个拓扑空间，7>是 X ,— X 2 的 

双射,如果炉和都连续，则称史是 A — X 2 的同胚（映射).存 

在同胚(映射）的两个拓扑空间称为是同胚的. 

定理7紧空间到 Hausdorff 空间的连续双射是同胚. 

定理8 ( Dini 定理〉 设 ( X ， r ) 是紧空间，{%}是 X 上的一 

列实值连续函数，如果{%}单调下降（或上升)，即对任何 KX , 

仍0)>炉2(工） >•" (或炉 lO )< 炉 2OX …）且史》在 X 上点点收敛 

于连续 函数％ 则{%}在 X 上一致收敛于 A 

证对任给的记人 ={ 到炉《(工）一炉(工)>0(»=1，2, 

…)•因 为％ ―炉是 X 上连续函数，人是( X ， r ) 中闭集.又由{%} 

«0 

单调下降，禹〕…，由于{%}点点收敛于故门人= 

n»l 

0 . 而因 （X,r) 是紧空间，由定理1{圮}不是联族.从而有化使 
人。=0,所以当 《>n 0 时， <3? n O) — 史 0)0 对任何 xeX 成立，也 
即{史《}在 Z 上一致收敛于 t 证毕 • 

3.1.5 乘积拓扑， Tmxohob 定理 

在 3. 1.4 中，引进了联族的概念，对于集类也可用同样的名 
称.设 S 是非空集 X 的集类，如果对 S 的任何有限子类 S ,, f | 

A€S\ 

4非空，也称 S 是联族或称 S 具有有限交性质.这里不考虑 S 或 
Si 是空类的情况(通常当非空集 X 的集类 S 是空类时， fjd 理解 

A€S 

为 X )，而在用足标时，总设足标集是非空的.一般说来, X 的集类 
s M X 的一族子集{疋} ( a 在足标集 Z ) 中变化）这两种说法，在 
S ={ A | a £ eO ; 时也是有些差别的.在集族 04 J 中，对于不同的足 
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U 可以山二而在集类 S 中，不 同的％ 6则指 A^B . 

定义 设 X 是非空集， F 是 X 的集类 ( F 非空)，如果 

(0 当 时 

( ii ) 当 时 

( iii ) 0 eF f 

则称 F 是 X 的滤子或渗透 ( filter ) _如果 F 是（ X 的）滤子且当 
FCZF ^ F , 是滤子时必定= F , 则称 F 是 X 的超滤子 ( ultraf - 
ilter ). 

由定义即知滤子是联族.超滤子也就是极大的滤子.由 Zorn 
引理，任何滤子 F 必有包含 F 的超滤子.实际上，任何联族 S 必 
有包含它 的极大 联族,而极大联族也就是超滤子. 

定理1设 X 是非空集， F 是 X 的超滤子， ACX ，则乂 6 F 及 
A c eF 必有一个（当然也只有一个）成立. 

证用反证法.如2及 y 都 eF . 这时对于任何五6尽 an 
B 关 0( 否则 #=) B ， 从而# eF )， 由于 F 中有限个元的交仍在 F 

中，所以 FU {4} 有有限交性质.令 

FfMJACX ， 有 BEF i ^ AtZ ^ AnB }, 

易见是滤子，且 F 1= dF , F ^ F f 这与 F 是超滤子矛盾.证毕. 
系设 F 是 X 的超滤子， ZCIX , 如果对任何 S & F , A (] B ^ 

定义设 ( X , r ) 是拓扑空间， F 是 X 的滤子，: rCt , 如果 x 的 
任何邻域0与任何使 ORB 非空，则称$是 F 的接 触点 •如 
果$的任何邻域 O 都属于只，则称 F 收敛于: r , 记为 F ^ x . 

定理 2 设 (X,t) 是拓扑空间， F 是 X 的超滤子 , a :€ X , 如果 ： r 
是 F 的接触点，则 F — r . 

系 设 ( X ， r ) 是拓扑空间，则（ X ， r ) 是紧空间 的充分 必要条 
件是•.叉的任何超滤子 F 都收敛中的某个元. 
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由滤子的定义可知，当X， F 是非空集,0是 X ^ Y 的满射时， 
对于 x 的滤子 u) | zeF} 是 r 的滤子. 

定义设 Ucc6Z>) 是一族非空集，称 
{< p \ q > 是汐 上的映射， 

为 X a («GD) 的乘积集，记为X又或X总.对于於 6D, 映射 iV 

a( D a 

x x a ^ x fi ： < p ^< pm 称为 x l 的第#个投影. 

a£P a^D 

定义设 ( x a ,rj( a e/>) 是一族拓扑空间，乘积集 ><工1的使 

a 

每个以 ㈣ ) 都连续的最弱拓扑称为乘积拓扑，记为 Xt 或 

« ex > 


Xr tt . ( XX a9 


m 


a 


X h j 称为 (X a ,rJ (a£Z)) 的乘积拓扑空间. 


要使连续，对于 ( X „ r fl ) 中开集 P ^(0,)^{ ip\(pe 


X 炉 08 


)^0, J 


应是开集.因此，要使每个 6( 卢都连续, 


对于任何卢 ei) 及 (^er,，iV(o〃） 都应是开集，所以乘积拓扑 


X r a 就是由这种形式的集 全体所 生成的拓扑. 


定理3 


积拓扑空间< 


(Thxohob) 设 (JT a , r a ) (a€Z>) 是一族紧空间，则乘 
XI ， Xr a 、 是紧空间. 


证设 F 是X la 的超滤子，只要证明 F 有接触点.对任 

m 

何月 ez), 因为 p# 是X的满射，尸〆 F) = {/^(A Mef 1 } 

a 

是 A 的滤子.由于 （X〃，tr〃) 是紧的, P〆” 有 接触点，因 而有抑 e 
X 使得对任何 外⑹是 600的接触点.下面证明外 


是 F 的接触点. 
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对任一炉 W 及 Uw O ) 中外(沒)的邻域％,由于外(妁是 
P fi ( F ) 的接触点，故对于 AeF f 0, f ] P ,{ A ) 非空，从而 /v (0,) n a 
非空.由定理1的系, 

因为 Xn 是由 { P ^ iO ,)\^ D y 生成的柘扑，所以 

a 

{ iV (乂 ）|芦 eD ，％ 是抑(灼 的邻域}是 Xr a 在％ 处 的子基，又 

m 

因这个子基是 F 的子类， F 是滤子，故抑的任何邻域0在 F 中， 
即 F — 妁.由定理2的系，是紧空间.证毕. 

定义 设 （1,0 是 Hausdorff 拓扑空间，如果对任何 KX , 
都有 z 的邻域0使0是（ X ， r ) 中紧集，则称（ X , r ) 是局部紧空间。 

当 （ X , r ) 是局部紧空间时，记 X 1 = XU {^}， 这里^不是叉 
中的元，叉：是叉再添加一个点而成的集.作：^的拓扑 {，(J 
{ oo }| 々是 ( X , t ) 中紧集 } Ur ， 其中沦表示尤\次对于足来说， 
就是以 （ X , r ) 中开集以及 （ X ， r ) 中紧集(在 I 中）的余集全体为 
拓扑.这时成为一个紧空间.以此方法作出的紧空间足称 
为 （ X , r ) 的单 点紧化扩张. 

3. 6诱导拓扑和可度置化空间 

定义 设 ( JC , r ) 是拓扑空间，4是 X 的非空子集,记 {OH 
A \ 0 et} y 称 q 是 r 在』上的 诱导拓扑. 04, r 4 ) 称为 ( X , r ) 的子 
空间. U 有时也记为 rh. 

定理 1设 (4 r J 是拓扑空间（ X , r ) 的子空间， 那末： 

⑴ Z 是 ( Z , r ) 中紧集等价 fG 4， n ) 是紧空间. 

( ii ) 对于』 中的网{%} 及元 A %— x ( r ) 等价于 6-^(0). 

( iii ) l ^ xeA , "(0 是 r 在 X 处的基(或子基) M {0 f ] A\oem 

0*0} 是^在^处的基（或 f 基). 
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(i v ) 对于 j 的子集 = 

定义设 x 是非空集， p:Xx 如果⑴ p ( ap , y )>0( x , 

且 / > O , y )==0 当且仅当 x = 穸时成立； （ ii ) p ( ar , 2 f )= p (| f , z ) 
(尤， yQX ); ( iii ) p ( x 9 z )^： pC^p P (梦， ：）（ 怎，貧，则称 P 是 

X 中的 距离. 当集 X 中给定距离 p 时，称 ( X ， p ) 为度 量空间 .如 
果 （ x ， p ) 是度量空间，对于;及6>0，称集 { y | yex , p ( x , 
y ) < e } 为 $ 的£ 邻域, 记为 oo ; C ), 而由 mx ; e )\ x ^ X 9 e > 0 } 生成 
的 X 的拓扑称为由 p 导出的拓扑, 记为 r # . 对于度量空间( X , /?), 
有关拓扑的概念总是理解为对(1，心)而言的.如果 ( X ， r ) 是拓扑 
空间，且有 X 中距离 >0使 h = 则称 ( X , r ) 是 可度置化的， 

如果 U, P ) 是度量空间，则 beX,e>0} 是的基， 

而对于托叉， { C ? O ; e )| e >0} 是 r p 在 a : 处的基，实际上， K ； c ; 

fl eN 0) j 也是 在疋 处的基,所以 ( I , P > 满足第一可列公理. 

又易见(叉， P ) 是 Hausdorff 空间. 

定理 2设 ( X , p ) 是度量空间，则4是紧集的充分必 
要条件是 M 中任何点列{%}必有子点列 {0^} 收敛于4中的点， 

系设 Uj ) 是可度量化的拓扑空间则4是紧集的 
充分必要条件是: Z 是闭集且3中任何点列{%}必有收敛的子点 
列{、}• 

定义设 CX ， r ) 是拓扑空间，如果有 X 的(至多）可列子集4 
使2 = X ,则称( X , r ) 是可分的. 

定理3 设 ( T ， r ) 是拓扑空间，则 （ X , r ) 是可分的可度量化 
空间的充分必要条 件是： （X,r) 是满足第二可列公理的正则空间. 
定义设 U，P) 是度量空间，{%}是X中点列，如果对任何 


山 N 表示自然数全体 
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£>0, 有（自 然数) TV ， 使当 时， rj '、 心则 称{以是 

( X , p) 中基本点列 (或 Cauchy 点 列).如果 (X, p) 中任何基本 
点列都收敛，则称(尤， P ) 是完备的. 

定义 设( X , r ) 是拓扑空间，^4 C X ,如果2没有内点，则称 W 
是 （ X ， r ) 中疏 朗集. 可以表示成(至多）一列疏朗集的和集的集称 
为第一纲的. 不是第一纲的集称为第二 纲的. 

上面对度量空间引进了完备的槪念，但对拓扑空间并没有完 
备的概念，主要是没有适当的“基本”的概念.即使 a , r ) 是可度 
量化的拓扑空间，可能会布两个工的距离 Pi 和 P 2 使得 r Pl = r Pi 
= r ，但 （ JT , p t ),( X , p 2 ) 中一个是完备的而另一个并不完备，原因 
是“基本点列”的概念与距离 有关. 例如在实数集 R 中，令 Pi (^, 

30= 1 怎一 y I ， p 2 O,s0= \arctgx — arctgy\(x 9 ^eR), p u p 2 都是 

R 的距离， r Pl , r P 2 是同一拓扑，但 ( R , Pl ) 是完备的，而 ( R , 外） 
不是完 备的. 

定义 设 （A r ) 是拓扑空间，如果 X 不能表示成两个非空的 
不相交的开集的和集，则称（ X ， r ) 是连 通的. 

例如实数集 R 在通常拓扑下是连通的. 

容易看到，拓扑空间 ( X ， r ) 是连通的意思 是:除 外，没 
有既是开集又是闭集的集. 

§3.2 拓扑线性空间 

本节讨论拓扑线性空间中一些基本的槪念和结论.利用有限 
维线性空间在(一个特定的）范数下的紧集的性质，证明了局部紧 
是有限维线性拓扑空间的特征.还讨论了线性算子及线性泛函的 
连续性.讨论了拓扑线性空间中的钉界集，完全有界集,完备集及 
紧集等概念以及它们之间的-、些关系. 











142 


第三章拓扑线性空间 


3.2.1 基本概念和性质 

所讨论的线性空间限于实或复空间.以 K 表示实数域 R 或 
复数域 C . 由于线性空间的基本槪念一般是已经熟悉的，所以有 
的槪念只作简单的叙述. 

定义 设 I 是非空集，而且 

I . 在 i 中有二元运算，即 Lxl — L 的映射（称为加法，记 
为+ , ( Ay ) 的象记为怎十^),它使 L 成为交换群，也就是说加法有 
下列 性质： 

( i ) xi y = y+x ( x 9 y € L ), 

( ii ) { y J rz ) = { x + y ) -hz ( x , y , z ^ L ) $ 

( iii ) 有 Ij 中元（称为零元，记为 0) 使 0 + z = : r ( x 6 L ), 

( iv ) 对;，有 使； r + y =0( y 称为 ar 的负元，记为 一 r ). 

II . 有 K xL -> L 的映射(称为勢_，认: r ) 的象丨己 4； l . z 或 A ) , 

它有下列 性质： 

( i ) lx~x (« GL ), 

( ii ) A(/nx) = fi(Ax) = (A}i)x (A, /^EK, xEL), 

( iii ) (义 + //)ar = Aar + 叫 ( A f fiEK , x ^： L) f 

( iv ) k{x \- y ) ( AEK , x 9 y ^ L ), 

则称 L 是 K 上的线性空间或简称为线性空间，线性空间也称为向 

量空间. 

设 A ， ^ 2 ,…，〜0是自然数）是线性空间1/中的 n 个元，形为 

% 

1；；1心(入，；1 2 ，…，七 eK ) 的元称 为；^ ，… ，“ 的线性组合. 如果有 
卜1 

n 

不全为零的烏，…，1使0，就称 a , z 2 , …,％ 是线性 

i = 1 

相关的，否则就称为线性无关的.一个元 a 线性相关就是 z = 
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设 4是线 性空间 Z 的(非 空)子集，如果 3中任 何杏限个各 不相同 
的元都线性无关，就称2是线性无 关的. L 的极大线性无关子集 
A 称为 i 的线性基或 Hamel 基.由 Zorn 引理可知线性空间 L 
必有 Hamel 基. L 的任何两个 Hame 〖基必定具有相同的势.当 
L 的 Hamel 基是有限集时 ，称 I 是有限维的，而 i 的 Hamel 基的 

勢称为 I 的维数.不是有限维的线性空间称为无限维的. 

设 X 是 K 上线性空间，岑 SCL , PCIK , 记 

A + B = {x + y I x^A 9 9 FA — {Ax | AEF f x^A} 

当禹方 中有一个是空集时，3+5认为是空集，对 / M 也同样如 
此，但通常在非空集的情况下使用这记号.特别, 4+ 记为2十 
a % { A ) 4记为 A 次一般说来，4 +乂与 2/4. 

对于 «> o , 数集训茈反， |> i !<0&{ A |； ieK ：, 分别记 

为瓦00及芄 ( o . 

设1是线性空间.1的子集』如果使就称3是 
均衡集.易知对 i 的子集氏 ，( i ) s 是包含 B 的最小均衡集.心 
的(非空)子集 h 如果使 L 0 + L 0 CL 0 a KL D C ： L 。, 就称^是 I 的 
线性子空间.对 I 的(非空） 子集見 包含丑的最小线性子空间称 
为5 张成的线性子空间或 B 的线性包，记为 span ( S ). 直接验证 
可知 span (奶 等于 

jy ^ A^jb w 是自 然数一 1，… ，义1*成, itj , — ,x n €Bj 

当心是 线性空 间尤的 线性子空间时，对称$+4为坎关 
于 U 的陪集.记 (关于 I 。的)陪集全体为 Z / A ), 对于中的 
两个元怎+ A ，2 H 心及於 K ， 由于 

(x + Lq) + (y -h L 0 ) = (x + y) H- Z/q, 
a(x Lq) — ~h L 0r 
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以此作为 L/L 0 中的加法及数乘， L/4 是 K 上的线性空间，称为 
L 关子的商空间.在不致混淆时， z 的陪集 记为次 对于 L 中 

元怎，夕，戈=歹等价于怎一^乙0. 

定义设 心是 K 上线性空间如果对任何: c , 
夕61】及; leK 成立 + + T ( Ax )= ATx t 则称7是 

L ^ L 2 的（线性）同态或线性 算子， n{0}) 称为同态 T 的核或线 
性算子 T 的零空间. LpA 的同态全体记为 Zd—L 2 ). 特另 IJ , 
心的同态称为 A 上线性泛函，而 10^—K) 记为 L ;. 如果1 
是 K 上线性空间， A 是1 的线性子空间，则映射 L/L 0: 

+ 是同态，称为 L—t/A) 的自然同态或 商映射 .商 

映射的核即为 A). 

^ T ^ eLiL ^ L ^, AeK 时，映射:及映射 
x ^ XT v x 都是同态，分别记为 A 十 r 2 及 XT U 以此作为 L ( L ^ 
4) 的加法及数乘,尤0^^1 2 )是 K 上的线性空间.特别，是 K 
上的线性空间. 

设 L ] f L 29 L 9 ^K 上线性空间，对于 TeL ( L ^ L z ) 9 SeL ( L z 
—L 8 ), 映射; r h ^ S ( Tx ) OreLO 是 L ^ L , 的同态，称为汉与 I 7 的 
复合或乘积，记为或没八复合“。”可看作是 

L(L2—>L 3 ) x L{Lx^L 2 )-^LiL x -^L^) 

的映射，当固定一个元 (S 或乃时，“。”是个线性算子，而“。”称为 

是双线性的. 

定理1设I是 K 上线性空间，/,,/ 2 , _••，/„是 Z /中 《个线性 
无关的元，记穴,/ 2 , •••,/„ 的公共零空间为心，则 
0) 1/4是 w 维空间， 

( ii ) 如果/且/在 L 。 上为0，/必是 A ， 的线性组合 .. 

证对于沒用归纳法来证设《 = 1，这时，故有 
使 / 1O1 ) = 1,这说明 L 0 ^ L , 而对于: r€L， 记 /lO) 为则 x — Axi 





_ !12 拓扑线性空间 145 

^^ 0 ,也即王二仏!，所以乙 / k 是一维空间.如果 / ez / 且/在乙 0 
上为0,记 f ( Xl ) 为//,则 /—///, 在上为0且在 A 的值也是0, 
故 /— 是在 i 上恒为0的泛函，即 /—= 所以 

设当 n = m 时定理成立，今证 n^m + l 时定理也成立.记 /丨， 
/ 2 , … ，九的公共零空间为 M , 由归纳假设，1/孤是 m 维的，且 
/ m +1 在见上 不恒为0,又二 0}. 如上所证 
财/4是一维空间，故以心是 m + 1 维的.又如 /6 Z / 且/在 L 。 
上为0,取 M 中元$使 / m +1 ( y ) 二1并记 /( W 为；則 / — 山 / m+1 
在心上及#处都为0,所以在71/上为0,由归纳假设 / — A / m+1 是 
/ l ，/ z ， …， / m 的线性组合，因而/是/!,/ 2 ,…， / m +1 的线性组合. 
证毕. 

系 设 l 是线性空间， / i ， …， / n ez /， 1。是 h ，…， /„ 的公共零 
空间，则 

( i ) L / L 。 是有限维空间，且 L /4 的维数等于 / H / 2 , …, / n 中 
的线性无关组元素的最大 个数； 

( ii ) 如 / ez / 且/在“上为0, /必是/ 2 , …， /„的线性 
组合. 

定义 设1 是线性空间， r 是 L 的拓扑，如果 

( i ) 加法是 lxL — L 的连续映射， 

( ii ) 数乘是 KxZ — Z 的连续映射， 

则称 r 是 Z 的向量 拓扑.如果 r 是线性空间 i 的向量拓扑，则称 
( Ar ) 是拓扑线性空间或拓扑向量空间，也称为线性拓扑空间. 

在上述定义中 ， LX L 及 KxL 是用乘积拓扑，而 K 是用通常 
的拓扑.向量拓扑定义中条件 （ i ), ( H ) 可改述 如下： 

⑴对6妗 厶及 ； r + 夕的邻域0,有^的邻域 Z 7 及穿的邻域 
V 使得 u + y < z (?, 

( ii ) 对疋 KjeL 及 h 的邻域有£>0及^的邻域"使 
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得 U + /(( e )) i / C ：0 

引理1设 (A r ) 是拓扑线性空间，那末 

( i ) 对于 ztjGZi ， 映射： L — Zi:；c ( ~> x f x 0 是同胚， 

( ii ) 对于人 6 K , 映射： L :; r 卜是连续的，当>1。关0 
时这是个同胚， 

( iii ) 对0的邻域 O , 有0的邻域"使 U ^ UdO , 

( iv ) 对0的邻域 O , 有0的均衡邻域 C / 使 UCO , 

证 （ i ) ( U ) 是显然的.设0是0的邻域，由加法在 (0,0) 处 
的连续性.有0的邻域 r 及 pf 使取" = ni 灰即得 
( iii ). 又由数乘在 (0, 0) 处的连续性，有 e >0 及0的邻域7使 
K ( e ) Vc ： O f 取"二足0)7,显然是均衡集，又因为" = f /(/ lF ), f 7 

0 <| k \<t 

是开集，所以 （ iv ) 成立，证毕. 

系对拓扑线性空间 (L r ) 的0的邻域 O 及自然数《，有0的 
邻域 P 使 K + F + *" + FC ：0(« 个 F 相加）. 

证重复用引理1的 ( iii ) 即得，证毕. 

定理2设 （ L , r ) 是拓扑线性空间， ft 是自然数，则 KxKx 
… x K x Zx Lx … x L — 的映射 

n 

炉：(义1，…，义 n ， 怎1 ,…,〜)I —— > 

是连续的. 

傳 

证设乂1，…， A ，…， X n ^Ly 记夕= 2 ^ Xk ^ 对夕的邻 

k - 1 

域6? — y 是0的邻域，故有0的邻域 F 使 F + F ••• + V<zO — y 
O 个 P 相加），对于 A 二1，2,有以>0及 a 的邻域％使得 
Q k ^ K ( e k )) U k CZA t x k ^ V m 记；1*十瓦（〜）为 A ， 当 Ph ^ F k ， y 氏 U k 

n 

(灸=1,2,…, n ) 时， qKh , …，，…，^) = y^Jhc Vk^y 1 iO ~ y ) 



§3.2 拓扑线性空间 


147 


二0,所以9在认，… ，1 a ，…，“) 处连续，故炉是连续映射.证 

毕. 

定义设 （ l , T ) 是拓扑线性空间， r 在0点处的 基称为 r 的局 

部基. 

由引理1的 ( i ), 对于拓扑线性空间 （ L , r ), 由一个点处的邻域 
经平移就可得到任一点处的邻域.引理1的 （ iv ) 说明0的均衡邻 
域全体是局部基. 


3.2.2 有限维线性空间的特征 

定义设 i 是线性空间， H 是 LiR 的映射，如果 

( i ) ( xeL ) , 

( ii ) | Ax ||- Ui-ikl ( AGK ^ eL ), 

( iii ) lk + y «<| k | 十 || y || ( x , y 6 L ), 

( iv ) ;| o ： i =0 仅当 = 0 成立， 

则称 I •〖是 1 上的范数.满足上面 ( i ), ( n ), ( iii ) 的 L — R 的映 
射称为 I 上的拟范数或半范数 ( semi - norm ). 拟范数常 用；) 来表 
示.当罗是 [ 上拟范数时，对于 xeLl e >0, 记 0(x;p; e) = {y\ 
y6L，— <e}. 

引理 1 设 1 是线性空间，; P 是 L 上拟范数，则 

( i ) { O 0 r ; y ; e ) |冗1^>0}是它生成的拓扑 r 的基， 

( ii ) r 是 L 的向量拓扑， 

( iii ) ( O (0; p ; f ) k >0} 是 r 的局部基. 

证 （ i ) 显然中所有集的和集为辽如 
果 X ， y ， 26 L ， e,3>0 使得; e) P ； S) f 只要令 h = 

min (衣一 ，(名 一 x ),6— y )), 则 e ,>0 且 0( z ; p ；€ t ) ClO ( x ； p ; 

由 3.1.2 定理3, | xeL , e >0} 是它生成 

的拓扑 r 的基.而且还同时证明了对沒乙,{0(心1^)|^>0}是1" 





在 2 处的* ，闽 


(ii ) 由 0( K 



0、 y ; 皆) cOO 十 y ; p ; d 即知加法适 


连续的.另一方面，对于 A , A 0 6 K , x , xof 乙有 

穸 （Aar — Ao ^ o ) < 沪 （乂怎 一 乂0怎） p ( Ao ^ ―乂0文 0) 


<|A — A 0 | Kx ) L \ A 0 \ p ( x - Xq ) 


因而对 A 0 eK，：roeL 及 e >0, 令 £ i = 2 j ) 千 .: 卜 - 1 .， 

则 


_ s _ 

2( f { x Q ) { 8) 


( A 0 -f K ( e 2)) O ( x 0 ； V ；£\)( ZO { hx ^ p ; e ). 


所以数乘是连续的，故 r 是向量柘扑，证毕. 

当罗是线性空间1上的拟范数时，由 \ xeL f e >0} 
所生成的拓扑称为由拟范数 P 所决定 的拓扑.特别当II • 1是 Z> 上 
范数时，令 p { x 9 y )= \\ x - y \{ x , yeL ) , p 是1上的距离，由 P 导出 
的拓扑 h 即为由 H 所决定的拓扑.在不致混淆时，也用 HI 来表 
示这个拓扑. 

引理2设 L 是有限维线性空间（设维数为 m), ^，〜，… 

m 

是 L 的线性基.1中元 a ： 有唯一的表示式以， 令 |a:| = max 

i 1 

(^!,…， UJ), 则|卜|是 i 上的范数，且切1切» = 1}是 (i, H) 
中的紧集. 

证直接验证即知 卜1 是 L 上范数.记 = 由 
3.1.6 定理2,只要证明 Z 中点列必有子点列收敛于乂中的元.设 
{夕》}是2中点歹 U, Vn^Ky 1^1 十… +A«，Jm(« =1 ，2, …）由于 A jf 
夏(1)0 = 1，2, 3,…； Z = 1，2,…， JW)， 易知有自然数列的子列{%}， 

m m 

使得(，二 1, 2,…， m ). 显然记穿 =2] 


.2 拓扑线桂空 _ U9 

1 ( °> 〜则妗 / I 址所以4是紧集. III : 屮. 

定理 1设 L 是线性空间，^,7 2 是乙的两个向量拓扑，则 r 2 
比 h 强的充分必要条 件是： 对于0的 Tl 邻域0，有0的^ 2 邻域 
FC 0. 

证 必要性是 M 然的（取 P 二 O 即可）.故只要证充分性. 

如果 L 中的网 {〜} 及元； r 使 z ( r 2 )， 则 ％—; r ->0( r 2 )， 对 
于0的6邻域先取0的^ 2 邻域 FC 0, 从而有足标0£。，使当 
时; r a — : r 6 F , 所以 A - r — OOO . 从而 L — xOJ . 由 3.1. 
2定理强.证毕. 

定理 2设 t 是有限维线性空间，则有1的唯一拓扑 r 使 
( L , r ) 成为 Hausdorff 的拓扑线性空间. 

证设/>的维数为 w , 取定 L 的一组基: …，〜 并如引理2 
作范数 HI . 易知 （ t , H ) 是 Hausdorff 的拓扑线性空间. 

设 r 是1的（向量）拓扑且 r ) 是 Hausdorff 的拓扑线性空 
间， F 面证明 II •» 与^是同一个拓扑. 

由 3. 2. 1定理 2 ,tw 个 K 与 饥个1 的乘积拓扑空间到 I 的映射 

m 

(L 中拓扑用 r )( p ： ( A lf …,，…^是 连续的，由炉 

k^l 

在 （0, 0,…，0, A ，: r 2 , …: r m ) 处的连续性，对于0的 r 邻域 

m 

0 , 有 e > 0 , 使当; I ,，…，; l m 6/ TO ) 时， ^ k x k e 0 9 因此 {y | fiy ||< e ) 

fc - 1 

CO , 即 0(0; HI ; £) CO , 所以 »* I 比 T 强. 

记 3= 以| =1}, 4 是 (A II • II ) 中紧集 ， i • 1 比 r 强，故 >1 是 
( L , r ) 中紧集，由于 （ L , r ) 是 Hausdorff 空间，火是 (1, r ) 中闭集， 
所以#是0的 r 邻域，故有均衡的0的 r 邻域 " d . 由于 
t / 0义=0,对长 f / 必定 WI 尹1，又由"是均衡集,可知对 沒？ /必定 
ixj <1，因此 t / eO (0； H ; 1) , eUdeO (0； 1 • | ; 1) (0; H ; e ) 
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0>0).由定理1即知 r 比强. 故卜 I 与 r 是同一私扑，证毕. 

系1设 ( L , r ) 是有限维的 Hausdorff 的拓扑线性空间，“ 
是 L 的线性子空间，则 L 。 是 ( L , r ) 中闭集. 

证记 A A 的维数为不妨设 《> w >0. 取4的基 
X l 9 X 2 ,—^ m , 然后再加上〜 +1 , •••,‘ 成为 t 的基.对于这组基 
Xu …, 如引理2作范数 H , 由 I • II 决定的拓扑(仍记为卜〖)也 

n 

就是当2^4时且夂 + t ，…，夂中总有不等于0 

4=1 

的数，记这数的绝对值为 K >0), 易见 z ^ nocwHK ) 二所 
以夕吞 £ c ，因而1。=心,即心是闭集.证毕. 

系2设 （ L , r ) 是 Hausdorff 的拓扑线性空间， L G 是 L 的有 

限维线性子空间，则4是(/>，）中闭集. 

证 如果； rez 。— ，记 span ({； r } UL 。） 为见， r 在 7*/ 上的诱导 
拓扑（见 3.1.6) 记为 r M , 在 ( M ， 以）中心是闭集（系 1), 由 
w = I。⑺ H 礼即知 xeLo iTMi = L 。, 因而 Z Q ⑺=[。,证毕. 

定理 3设 （ L , r ) 是 Hausdorff 的拓扑线性空间，如果有非空 
开集0使0是紧集，则 L 是有限维的. 

证取; Toeo , ❿是0的邻域，再取0的均衡邻域 r 使 

t / co — 以,由于0是紧集, P 是紧集. 

下面证明 “£/ U >0} 是 r 的局部基.对于0的任一邻域 F , 
取0的均衡邻域 Tf 使灰 + Pfc ： p , 因为 { y + tnyew 是覆盖"的 

开集族，由 p 的紧性，有有限个 f 中元…, y n 使得0 i ^ + W ) 

k = I 

] U 3 U ， 又由数乘的连续性，有 e >0( 可取 e < l ) 使 ey k ^ W { k ^ l , 

n 

2 ,…， 71). 从而 ei / c ： U (^b + elf)CZPf + 汛 CF, 所以 {«vu> 

Jk - 1 

0} 是 T * 的局 部基. 
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记 Wl == Y U 9 同样由卜+胃1丨於仍覆盖「及 P 的紧性，有有 

m 

限个元々，…，“使 U (〜记〜 ••，•，‘ 张成的线 

fc = 1 

性子空间为心，则 VdL^Wu 

最后用反证法证明 L = L 。： 如果有考虑数集 f = 
《>0，4卜爪与 L 0 的交集非空 }. 由于有 e >0 使 一 e ；2 0 et /， 故 

b 

- z , e ^- u 9 oe 2 。 十丄从而丄 eA 所以尸是非空的.另一方面， 
e e e 

因 L 。 二 Z /(> (定理 2 系 2 )，{ 2 ?。+爪| 00 }是^在心处的基，由 206 
[0, 故有《>0使 z 0 十出与 L 。 不交， 即尸关 （0, oo ). 又由 JF 7 的作 
法，当 “ e 尸时， 〔“， oo ) c：F 记 二 inf ( e ), 于是 d >0 且 ( d , oo ) 

t 

eF 所以2。+ 2 奶与I。交集非空，即有 weu 使; So + 2 如 6L。， 但 
UdL 0 ++[/, 故有；2€乙。，2/ 1 «7使《=；3 + *|^ 1 ，这样就得到之 0 + 

2^ + i- Wl ) eL 0 , Zo ^ fu ^ Lo , ^- jdeF , 与 的定义相矛盾，从 

而厶=厶 0 ,厶是有限维空间.证毕. 

引理3设 ( L ， r ) 是拓扑线性空间， A , B 是 L 的非空子集, 

那末 

( i ) 如果2是1的线性子空间，则2是线性子空间； 

( ii ) 如果牵 B 都是紧集，则4 + S 是紧集； 

w 

( iii ) 如果乂 是紧集, S 是闭集，则4 f S 是闭集. 

证⑴对0：。€^4，由 ; To + dCZjCIi ? 及映射; rh~+x + JTo 是连 
续的，由 3. 1.3 定理 2 ,闭集的原象是闭集，即 知別十 不所以 
A + ACZA , 又由对如 :一4 d 得扒 + ZC ： J 5, 所以有 2 + 2 c ： 
A , 同样对 AeK ， 由； Ucac 2 即知 / Uc 2, 所以刀是厶的线性 
子空间， 
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( ii ) 因加法是 Lx L — L 的连续映射，由于/ I , B 都是紧集， 


4 x B 是 L x L (在乘积拓扑下）中的紧集.所以在 加法映 射下, 
4 x 5 的象 （ S | U 十万）是厶中紧集. 


( iii ) 设 ; r 0 e ^4 十 B ， 对于 x ^ A 9 x 0 — x ^： B t B c 是; r 0 —z 的邻域 
因而有0的均衡邻域 f / 使 (A — 幻十07 + U ) CZB % 这样取的记 
为由于覆盖 Z 及 d 是紧集，故有有限个』中元 


〜 r 2 , …,〜使(〕 Or * 十£^)=)式 i 己 r 二 h 是0的邻域且 

Jfc-1 k =1 

卜 K —4 C ： S c ，故; r 0 + F 与 4 + B 不交.由于当: r 0 6 yl + S 时，有 
x 0 的邻域 Xo + P 与 <4十6不交， 4 + B 是闭集.证毕 • 

定义 设 (L,r) 是拓扑线性空间 ， ^CL, 包含 J 的最小线性闭 
子空间称为 乂的线性闭包或3张成的线性闭子空间. 

A 张成的线性闭子空间即为 spanW . 


3.2.3 线性连续算子和线性连续泛函 

定义 设0^,^),(1 2 , 2 )是拓扑线性空间，如果！ 
l 2 ) 且 T 7 是连续的，则称 t 是 的线性连续算子或连续线性 
算子 . 的线性连续算子全体记为 Z 2 ). 特别 ， B 
( jLl — K ) 中的 / 称为 L , 上 的线性连续泛函或连续线性泛函， 而记 

为 Z 4 . 

连续的概念是与拓扑有关的，在必要时为指明拓扑，就记 
为 (私, 

弓 I 理 1 设 0^,6),(1 2 山)是拓扑线性空间， 

则 TeB(L^L 2 ) 的充分必要条件是 T 在0处 连续. 

证显然只要证充分性.如果 A 中网 {〜} 及元^使得 H 
( r !) ，则 : r a — a ; >000，故 TO , — or )—0( r 2 )， 即 Tx a — Tx-> 0 (r 2 ), 

从而 7 V ^( r 2 ). H 此 T 是连续的.证毕. 




§3.2 拓朴线性空间 


153 


定理1设 d ， r ) 是拓扑线性空间则下列各点都 等价: 
( i ) feL ， 

Oi ) / 在 0 点处 连续； 

( iii ) 有 C 的邻域使得 / 在 C 7 上取值是有 界的； 

( iv ) 有非空开集 O 使得 

( v ) /的零空间是闭集. 


证① =^( ii ) ( iii ) ( iv ) 及 ( i ) =» ( v ) 是显然的. 

( iv ) =>( i ) 设/在非空开集<9上的取值/ (0) 尹 K , 取 xEO 
并取0的均衡邻域 CcO — &这时/⑹一 z ) 参 K , f{U)CZf(0-x) 9 
所以 /(") 关 k . 设由于 r 是均衡集， / ex /, 可知对于 

yeu , |/( y )|< ui . 于是对 岌 ( o , 这说明 / 在 


o 点处连续，由引理 i ， feL ' 

( v )^( i ) 记广 ^{ O }) 为 l 。， 如果 “ = 则 /= o , 故 
/6 L ' 如 果為关 L ， 则^是非空开集，且 Of / C & f ), 故由上知 


/6 L ' 证毕. 

定理2设匕是线性空间， （ L 2 , r 2 ) 是拓扑线性空间 ， TeL 
( L ^ Z ^), 则 {7^(0) |06〜}是4的向量拓扑. 

证 记 由于: Z ^ CZ ^^ Z ^, 7^(0) = 


0,且 T 7 



A 


a 


u 


a 


T ~ l ( A a ) f T~ l ( A i f ) A 2 )= T~ i 


U 2 ) (这后两式对于 h 的任何一族子集及也都是成立 
的），所以从^是拓扑即知^是（匕的）拓扑.下面证明加法和数 


乘的连续性. 

yeL u ver x 且①十虼 r ， 于是有0& 2 使1^=『- 1 (0), 

mUTx VTy=T(x \ y ) eO , 顏有 Tz 的邻域❿的邻域0 2 

使 a + O t <ZO p 由此 ir € Z - 1 (<90 ， yeT」 (0 2 ) 且 2-1 (0,) 十 iP — 1 (O z ) 

^ ■ 






• vlf+Jilt 5 
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= 这就说明了加法的连续性. 

类似地，如果 AeK , x^L l 9 V^r x a 于是有 Oer 2 使 F = 

T ^ CO ), & cATx =- T ( Ax ) eO , 从而有 e >0 及 T:r 的邻域 O , 使得 
( A - hK ( e )) O ^ O f 由此 iper ^ Ca ) 且 W + iT («)) I T - , (0 1 ) C 7 T - 1 
( 0 ) = F , 因而数乘是连续的，所以巧是匕的向量拓扑.证毕. 

易见在定理2的条件下，所作的^是使 T 连续的最弱的 h 
的拓扑.又当 r (( Zr 2 ：^ r 2 的局部基时， （ F 1 ⑻） Wer } 是的 
局部基. 


3. 2.4 有界集和完全有界集 

定义设 I 是线性空间，4 S 是 L 的非空子集.如果有 
«>0使 A 幼) BdA 9 则称4 吸收 B 如果4吸收任何单元集,则称 

d 是吸收集. 

定义设 ( l , r ) 是拓扑线性空间， BCL. 如果0的任一邻域 
都吸收尽则称 B 是 （ L , r ) 中有 界集. 如果对0的任一邻域 O , 
有/>的有限子集2使 BCi + O , 则称 B 是 （ L , r ) 中的宪全有畀 

集. 

在拓扑线性空间中，0的任何邻域吸收任一单元集，因此0的 
邻域是吸收集，单元集是有界集. 

引理 1设 ( L , r ) 是拓扑线性空间， Sd , 那末 

( i ) 如果对0的任何邻域 O , 有 e >0 使则 B 有界， 

( ii ) 如果 J 5 是完全有界集，则对0的任何邻域 O , 有 B 的有 
限子集 Z 使十0 

证 （ i ) 设$满足所说的条件，则对0的邻域 h 先取0的均 
衡邻域 UCZO, 从而有0>0使 eBdU ， 槪 K(e 、 B<ZU[0, 所以 B 是 

有界集. 

( ii ) 设 A 完全有界，对0的邻域0,先取0的均衡邻域 F 使 
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V \ VdO , 义有有限个 L 中元 W •，‘使 Be [J ( Xi + F ). 不妨 

k - 1 

设(心十^0门石非空（左= 1,2,…， 《)• 取 y*€(h + 7 )ns (左 

n 

2, …， 《), 于是 ^, + 7(^-1, 2, …， n ) 而 B<Z U { y k + 0 \ 令4 = 

fc = 1 

{夕!，...，〜}即知乂[5且万匚^1十0.证毕‘ 

引理 2设 dr ) 是拓扑线性空间， j (= L ， 则4 是 (1， r ) 中有 
界集的充分必要条件是： 4中任何点列使 0. 

证必要性 如4有界，{心}是4中点列，则对干0 的邻域 0, 
辟€〉0使 ZiC ( e )^4 CZ 0， 取 使则当 ti^N 时，士怎故"^% 

J\ 71 fv 

- >0( r ). 

充分性 用反证法.如2不是有界集，则有0 的邻域 0 使得 
对任何自然数? I ，丄故有使丄； c n GO ， 这时 { a ?»} 是 ^4 中 

71 71 

点列但它不使 0( r ). 证毕. 

系设(仏， A )， （心， r 2) 是拓扑线性空间， T ^： B (^ Li ~^ Lz ) , Rlj 
对于(匕，^)中有界集皋 T 04) 是 ( l 2 , r 2 ) 中有界集. 

弓 I 理 3设是拓扑线性空间， TeB ( L ^ L 2 ), 
则对 ( L , A ) 中完全有界集牵 T 04) 是 ( A , r 2 ) 中 完全有 界集. 

证 对 （ L 2 , r 2 ) 中0的邻域0, TFsT ^ CO ) 是 ( Z ^ rO 中0的 
邻域，所以有 L 的有限子集万使 4 CF + B , 从而 TQ ) C 0 + 
T ( B ). 由于 ^( S ) 是有限集，所以 T 01) 是 ( L 2 , r 2 ) 中完全有 界集. 

证毕. 

定理1 在拓扑线性空间 ( Lr ) 中，紧集是完全有 界集，完全 
有界集是有界集. 
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_ - 一 . 擊 . __一 _ n r _ r ^ . 

证设』足紧集，则对于0的邻域0,山 j : {o f 1 Uoi ) 覆盖 
阜 故有 A 的有限子集 B 使 dClU B ， 即3完全有界. 

又如果』是完全有界集，对0的邻域先取0的均衡邻域 P 
使 7 + FCI 0, 又有 L 中有限集 B 使 4 C ：£ M 〜 K . 因为5是有限集， 
所以有 e >0 使 eSCZF (可取 e < l ), 从而 eAdeB ^ eVdV + VdO t 
所以4是有界集.证毕. 

3.2.5 局部基的特征，商拓扑 

定理 1设 i 是线性空间， S 足 L 的 （1 卩空)集类，且对任何 
AES , OeA , 如果 

( i ) 对任何有硏 GS 使灰 C =" nF ; 

( ii ) 对任何 ues 有 ves 使 V -\- VC ： V ; 

( iii ) 对任何 £/eS 有 FeS 使左 （ l ) FCi / ; 

( iv ) 当 ves 且 zei / 时有 res 使 : r + Fczt /; 

(V) S 中每个? 7 都是吸收集. 

则 S 是 L 的向量拓扑的局部基. 

证 首先我们注意，当 s 是 L 的向量拓扑 r 的局部基时，上 
列的各点都是成立的. 

记 S(W = b + 0|06 S }， 井把 (J S ( y ) 生成的拓扑记为 r . 先 

y^L 

证明 U S (W 是 r 的基.易见 ! JS ( y ) 中所有集的和集是 A 如果 

S€L y € L 

Uu FGS 使得 

M C _ L 

Ui = x 0 \ U Vi = y 0 L ^. 因为 A — A 6 f /， 2 0 — y 0 GF ， 由性质 （ iv ) 有 
T ^, T 7 2 GS 使 O 0 — A ) ^ W . CZUA ^- I / o ) rW 2 CZV f 又由性质 （ i ) 
有灰 es 使灰从而（如一 a ) wczu , ( z 0 - yo ') ^wcz 
V , 所以 A + 沭 2 0 ] W ( ZV lm 而 z 0 }‘ wes ( z 0 ). 由 3. 1. 2 
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定理 3, ( JSOr ) 是 r 的基，并且对任何 z & L , SOr ) 是 r 在; r 处的 

pei 

基.下面证明 T* 是向量拓扑. 

设且0是的 r 邻域，因 SOt + y ) 是 1 T 在 aH - y 处 
的基，故有 " es 使 C / CO . 由性质 （ ii ) 有 res 使 F+r 
ClU f 从而 (r + n + ( y + V )[ O t 所以加法是连续的. 

设 / lGK , a ： eL 且 O 是 k 的 r 邻域，有 f / es 使 / lar +?7 C ：0 取 
自然数 CHM + I , 重复用性质（⑴，有使灰+灰+… + TT 
C 1 U (式中为 《+1 个坏^又由性质 （ iii ) 有 FES 使芄 （ UFCZPF •由 
性质 （ v ), P 是吸收集，所以有 e >0( 可取 e < l ) 使得找67.对于 
这样的 e 及 FGS , 当尺 O ) j^r + F 时，由于 

fiy — ^ a ?= (// — A ) x + // (y — x ) 

=^~^^€ x -^ fiiy — x ) eW J rin ( y ~ x ') 9 

e 

又 / i(y — ar )= — x )6 T 7 + 汛 + … + ^( ft 个灰相加）. 因而 

n 

fiy^：Xx + (W + … + IF ) C’z + ?/ CZ 0， 

叩 (A + K{e) ) Or + F ) CO , 故数乘是连续的 . r 是向鼉 拓扑,证毕. 
显然以 S 为局部基的向量拓扑是唯一的. 

定理2设 L 是线性空间 , r « 是 L 的一族向量拓扑，则比每个 
q 都强的最弱拓扑是向量拓扑. 

证取 h 的局部基& & (例如令 S a 是0的〜邻域全体)并记 

( J & 中有限个集的交集全体为 S . 由于每个 艮都满 足定理1中 

a 

的性质⑴一 ( v ), 当？ / es 时， u ^ u x p \ u 2 r \" 9 C \ u n { ih 9 •**, 

(J SJ 对每个& = 1, 2, …， n ， U k 在某个中，因而必有 F fc 6 S ajk ，使 

a 

% V k ^ V k dU kf i 己 则 F£S 且 F + PCC /, 所以 （ ii ) 


i - s 州 ;.* 7 ! L... 1， . .... •• -• t Oi^ 6 t -• 、 .... 々屮 .. 


t s Mr' !••：! 


158 


第三章拓扑线性空间 


满足.对于 ( Hi ) 及 ( iv ) 也同样可证.由 S 中两集的交仍在 S 中, 
( i ) 显然成立，又因有限个吸收集的交仍是吸收集， （ v ) 也成立.可 
见 S 是 L 的向量拓扑 r 的局部基，易见 r 是比每个 h 都强的最 


弱拓扑.证毕. 

系 1设 L 是线性空间， r a 是 L 的一族向量拓扑， S « 是的 
局部基，則 ( J 又 是比每个^都强的最弱拓扑 r (它是 I 的向量拓 

a 

扑)在0点处的子基. 

系 2设 L 是线性空间，是一族拓扑线性空间， T a eL 
( L — ij , 则使每个 T a 都连续的 L 的最弱拓扑是向量拓扑. 

定理 3设 CL , r ) 是拓扑线性空间， L 。 是 Z 的线性子空间 ，(? 
是 L / Ld 的自然同态，则 WOO Ver } 是 L / L 0 的向量拓扑，且 
这是使 G 是 心的连 续映射的最强拓扑. 

证 因为 G 的零空间是仏，故对于水=1， QiA)=Q(A + L,) 

且 f 1 WG 4)) —^4 + I ^ o . 对于 Z 的一族子集 (^)-u 

Q ( AJ . 又当氏， B 2 是 X 的子集时， (氏） 门（馬)， 
但如果宏（=工+厶。）在中时,汝艮+厶 0 , xGB 2 + L 0 , 
由此即知以 ( 氐+心 ） n (私+心) ） =<? ( 艮 + 1 0 ) n (氏+ a >) •由 
{<?00|7€0 = {<?(7 + [。）|7^^及当7€1：时 ， F + L 0 Er , 即知 
{ Q ( V ) | P € r } 是 LIU 的拓扑，而且这个拓扑使 Q 是连续的.下面 
证明它是向量拓扑. 

对于宏，及$ + §的邻域0,有 76 r 使 0= Q(TO = 
Q(v 十 Z / o )， +£/0, 所以厂！乙0是 x + y 的邻域，从而有怎的 
邻域 h 及 y 的邻域 F 2 使7, + F 2 C=F + L 0 , 从而 QCV t ), Q ( V 2 )^ 
A 歹的邻域且 I 0(6)010(6 I V 2 ) CZQ(V + L c )=0 9 即加 

法是连续的.类似地，如果〗 eK , ^^ L /心 且0是妇的邻域，有 
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Fe 歹 r 使 0 = Q(F) 二 Q (V ! L 0 ) , V」「 L 0 ^ Ax 的令 |5 域，从而有 e >0 
及怎的邻域 A 使 W+iTODhCZP + Lo, 所以 （A + ZGDWDC： 
<2(F+Z Q )=0, 而以 F t ) 是无的邻域，从而数乘是连续的，即 {0(F) 
|F€r} 是向量拓扑.最后证明它是使 Q 连续的 L/Z。 的最强拓扑. 

如^是 L / L 0 的拓扑， R 它使 Q 是 (1, r )^{ L / L 0f n) 的连续 
映射. 对 显然 但 

因为 G 是满射，即1^比{以7)|托0弱.证毕. 

当 (l,r) 是拓扑线性空间, 心是1 的线性子空间时，称 {©(F) 丨 
FGr} ⑹是 1—1/4 的自然同态）为1/1。的 商拓扑 ，记为 

系 1 r Q ^{ O \ O ^ L / L 09 Q -\ O ) er }. 

系2 〜是 Hausdorff 拓扑等价于 L。 是 (L, r) 中闭集. 

证如果以是 Hausdorff 拓扑，贝 lj{0} 是 L / L 0 中闭集，因 
而 ^^({O}) = L q 是 （I, r) 中闭集.反之，如果仏是 (L, r) 的闭子 
空间，则对于 L / L 0 中非零元 2( 即 reZ 0 ), 由于有0的 r 邻域V与 
x + L 0 不交，取0的均衡 r 邻域灰使 W +TF07, 于是 TF 与(2 + 1。） 

+灰不交，易知这两个集在0下的象是0及5的邻域且不相交，即 
以是 Hausdorff 拓扑. 证毕. 

3.2.6 完备集，完备性 

定义设 dr) 是拓扑线性空间， {;r a } 是 Z 中的网，如果对0 
的任何邻域有叫使得当 a 0 ^a,o£ 0 H^W,^-^eO, 则称 {zj 
是 (L, r) 的基本网或 Cauchy 网.而足标集是自然数集 N 的基本 
网 {“} 称为基本点列或 Cauchy 点列.如果{%}是 Cauchy 网且 
{irjcce/)} 是有界集，称{心}是有界 Cauchy 网. 设义是 i 的(非 
空)子集，如果2中的 Cauchy 网 {〜} 必定收敛于4 的某点 a 就 
称4是 (1,0 的完备集.类似地，如果4中的任何 Cauchy 点列 
(或有界 Cauchy 网）必收敛于2中的点，就称2是(X， r) 中的点 
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列完备 (或 有界完备)集. 当 I 本身完备(点列完备，有界完备)时, 
称宪备的(点列完备的，有界完备的)空间. 

易知 ( L , r ) 中收敛的网是 Cauchy 网，但可能 不是有 界网. 

由定 义可知在完备（点列完备，有界完备）的拓扑线性空间 a , 
r ) 中，闭集 /是完备(点列完备，有界完备）的 

引理1 拓扑线性空间中的 Cauchy 点列是有界的. 

证 设 {〜} 是拓扑线性空间 ( L , O 中的 Cauchy 点列.对于 
0的邻域取0的均衡邻域 TF 使 W + WCO , 于是有自然数 W 使 
当 时， ‘一，故当 时， x m - x N ^ W . 因为怀 

是吸收集，有 e >0( 且6<1),使以#灰（左=1,2,…， iV ). 从而对 
任何自 然数 n ， ex n ^0, 所以 { x n \ n = 1,2, … } 有界.证毕. 

系 设 ( i , r ) 是拓扑线性空间，如 ( L , r ) 完备就必定有界完 
备，如 ( L ， r ) 有界完备就必定点列完备. 

引理2设 CL , r ) 是拓扑线性空间，义是 ( L ， r ) 中紧集，则2 
是 ( L , r ) 的完备集. 

证 设 {； r a } 是2中的 Cauchy 网.对足标《，记 B a ={ a >| a — ： 

由于足标集是定向集，所以 { B a } 是联族，又因 i 是紧集, 

0 ( S a f ) A )^0 f 设显然 ye 次下面证明％— y . 

• a 

对 0的邻域 取 0的均衡邻域灰使灰 + TFC (9, 由于 OrJ 
是 Cauchy 网，有 cc 0 , 使得当 a 0 -(«， 卢时， x a — x fi eW . 又因 
瓦。，身 + TT 与 五。。 交集非空，故有％使且~€歹十汛，所以 
当 Oodtf 时，％— + + + 即 

知 A — 是 ( L ， r ) 的完备集，证毕. 

定义设 a , r ) 是拓扑线性空间， F 是 i 的 滤子，如果对0 的 
任何邻域0, 有使 B — BC 10 , 则称 F 是 Cauchy 滤子. 

定理1 设 ( L , r ) 是拓扑线性空间 ，4 是 Z 的非空子集， 则4 
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^ (Ly r ) 的完 &集 的充分必要条件足 ： （ Z ；, r ) 的含有4的任何 
Cauchy 滤子 F 必定 收敛千4 中的某一点. 

证充分性 设 {〜} 是』中 Cauchy 网，对于足标 a 。， 记 
B ai = {x a \a 0 -(a } 9 又令 F == {B\ B<ZL 且有 a 。 使 BZ)B a J 易见 F 
是乙的 滤子且又对 0的邻域 O , 由 { zj 是 Cauchy 网，有 
a 0 使当 a 0 4 a ,# 时； r a — 々60,从而 B ,。—5 a () C ：0， 由 B 抑 6 F 知 F 
是 Cauchy 滤子.由假设有使即对于 0的邻域 
y + F 6 F , 所以有％ 使万。匚 g + 即当 o : 0 —( at 时^6穿+ F ， 故 
x a — y . 因而 Z 是完备集. 

必要性设2是 （ I , r ) 的完备集， F 是 Cauchy 滤子，且乂6 
F . 作乂中 的网如 下：以 F 为足标集，在 F 中以 ID 为半序是定向 
集.对于於 F , 因为 Af ] B ^ F 中，故 4 flB 非空，取心^4门 
这样作出的网 {^}是4 中 的网. 对于 0的邻域0, 有使 
石0-私匚 O , 从而当 ( B 2 (即 5 0 IDSi ,5 0 35 2 ) 时， ar Bl - 

— 私匚汍一 B 。 匚0,故 {〜} 是4中 Cauchy 网，因4是完备 

集，有使勒 — y . 下面证明 F — y . 

对 0 的邻域 0, 取 0 的邻域 W 使诼 + PFC=a 又有使 
B.-B.dW, 又因 故有氏 使当时 + W 
取 B^B l CiB 2 (eF) 9 ^ x B CW, B x CZx B -^rWC：y + W-{-WC ： 
汉 + 认由 F 是滤子及 SfF, 故 y+0GF, 即 F ， , 证毕 . 

定理2设 ( L ,0 是拓扑线性空间 3 CL , 则 A 是紧集的充分 
必要条 件是： A 是完全有界集且4是完备集. 

证必要性由引理2及 3. 2. 4的定理1 即得. 

充分性用反证法.如果 4 不是紧集，由 3.1.5 定理 2 及 
3.1.6 定理 1,有04, h ) 的起滤子 A 并不收 敛， 而 1^是1/ 的联 
族,可以有包含它的极大联族于是 F 是上的超滤子， AeF 
且 F 不会收敛于4中的元. 
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对0的邻域0，取0的均衡邻域研使 TF + 灰 C 0, 由 Z 是 

n 

d , T ) 中完全有界集，有2中有限个元; T , ，…, 6使 4 C=IJ O * 十 


W ), 从而 A c z>f] (x k ^-wy f 由于 a c ^ f 9 (x k ^-wy 不会都 €F , 

lo ^1 

不妨设 Or! 十灰） c 弓尸•由 3. 1. 5定理1,2^ + TF6F， 但 O! +TF) — 
( Xl - j - W)=^W ~W = W ~ hWczO f 所以 F 是 CL, r) 的 Cauchy 滤 
子，由定理 1,F 收敛于 A 中的点，与 F 的作法矛盾，所以4是紧 
集.证毕. 

定理 3设 （ L，r) 是满足第一可列公理的拓扑线性空间，勿课 
(L, r) 点列完备，则 (1, X)完备 • 

证由 （L,r) 满足第一可列公理，故有一列 Q 的邻域{0„}是 r 
的局部基。从而可取一列0的邻域0^„}使07„}是 r 的局部基并 

设 CL, t ) 点列完备，{心}是 (L,r) 中 Cauchy 网.对于 B =l, 
2,…有足标 o: n ， 使当 os n ~^a， 卢时， ar a ~a:^GTF n . 因足标集是定向 
集，在取 cc „ 时可使 …. 记;^„为％,干是对自然数 
N , 当 时， y m -y n tW N ， 因而{%}是 Cauchy 点列.由 

( l , t ) 是点列完备的，有 yei 使 y n ~^y<ir). 

于是，对自然数丨（>2),有自然数，使％。一 而当 

足标 a)^a n 。时， x a —y nQ eW no (ZW l9 从而 x a —y6FF f + Tf ^CTf 卜 u 

即所以 ( l,r) 中 Cauchy 网必收敛， （L,r) 是完备的. 

证毕. 

系设 a, r) 是满足第一可列公理的拓扑线性空间， 4CIL, 如 
果2是点列完备的，则 Z 是完备的. 

定理 4设 (L, r) 是满足第一可列公理的拓扑线性空间且 
(l,r) 完备 ，则 Z 是第二纲的. 
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证 由于 （ L , r ) 满足第-可列公理，这时，有一列0的均衡邻 
域{久}是 r 的局部基,并可使 队 +1 +0„ +1 0：0„ (« = 1，2,…），易见 

oo 

这使 CciO ,. 设是 （ L , r ) 中的一列闭集， L - U A nf 要证 

n ^ 1 

这列集中至少有一个有内点.用反证法，设每个恚都没有内点. 
因牵# X ,贞是非空开集，所以有 A 及自然数 n 使:^+队与為 
不交，记〜二》+1,贝 lj A + 与4不交.又因.4 2 没有内点， h-f 
O ni ( XA 2 , 同样有 ar 2 及 fl 2 ( 可使》2>«1)， 使怎 「i 
与禹不交.依次可有一列{^}及自然数的子列{〜}，使 
得 + + 且不交0 = 1，2，…）•因 

为(左=1，2,…）是 r 的局部基，且当左时 々一心 ，所 
以{々}是 Cauchy 点列，因而由 （ L ， r ) 的完备性，有 y € L 使 
而对于每个自然数/：, { au }( Z > A 0 是心+ 0%中的网 ，槪 

oo 

On k . 这样 ( hl ，2, …），与1二 U 為矛盾，所以中至 

n — l 

少有一个有内点，即 a , r ) 是第二纲的.证毕. 

系设 （ L ， r ) 是满足第一可列公理的拓扑线性空间，且 ( L , r ) 

oo 

完备，如果一列集{人}使1= U 人，则至少有一个 n 使得水有 

n = l 

内点. 

3.2.7 线性度量空间 

定义设 I 是线性空间， P 是 i 的距离,如杲 P 所导出的拓扑 
L 是 Z 的向量拓扑，则称 ( L ， P ) 是线性度量空 间或线 性炬离空间. 
设 P 是线性空间 Z 上的距离，如果 P 有下列性质: 

(i) p{Axf 0)^p(x, 0) )); 

(ii) p{x — z,y — z) =-p(x, y) (x ， y ， z€L); 




164 


第三章拓扑线性空间 


则称/0是 I 上的均 衡不变距离. 

引理1设 P 是线性空间 I 上的均衡 f 变距离，令映射 
R ：^ h ^ p ( r ,0), 则丨 有下列 性质： （ i ) K * r )>0 且》0) = 0当 
且仅当 z = 0 成立 Oei /); ( ii ) p(Ax) ^p(^) (x^L, A ^ iC(l )) ; 
( iii ) p(x \ y) ^p(r) \ p(?j) (x f y^L). 反之，如果 p : L—R 
有上面三条性质时， p ： L -^ R : ( z , y ) ! 一 > f{x — y ) 是均衡不变距 
离. 

证 /> 的性质⑴由 P 是距离即得， P 的性质 （ ii ) 由 P 的性质 
⑴可得，而 P 的性质 （ Hi ) 由 

p(x \ y)^p(x y,0)<pO + y,y)+ p(y ， 0) 

= p(a;,0) p(y>0) =j?(x) (y) 

而得.反过来，如果/>有这三条性质且 p ( r , y )=7>0 r — 20,由丨的 
性质 （ i ) 即知 P 0 r , y )>0 且 />( U ) = 0 当且仅当 T = y 时成立，由 
》的性质 （ n ), 易见 p (々， o )< p (： r ) ( zeL , Ae ^( i », 而且当 xe 
z ；,> aeK 且 |/1 卜 1，时， K / b ) 二: pO )， 所以 p (； r , y ) 二 pO ，； t ). p 的性 
质 （ iii ) 显然并对于 z ， y ， 2 eJL ， p ( x 9 z ) 二 p ( x — zXp(x — W + p(j 
— z ) = p ( x f y ) \ p { y 9 z ) f 所以 p 是 Z 的距离.证毕. 

定义 设 I 是线性 空间， R , 如果多 有引理 1的 三个性 
质，则称 P 是 L 的准 范数. 

定理 1设拓扑线性空间 a , r ) 是满足第一可列公理的 
Hausdorff 空间，则有 I 的均衡不变距离 P 使得 P 导出 的拓扑 

T p T * 

证 下面分几步来作符合定理要求的 P . 

首先取一列0的邻域{^/„}是 r 的局部基，再依次 取一列0的均 
衡邻域{%}使得 Aczc/u o 2 ^- o 2 cio x r \ u 29 ^ f o n + i ^ o n + t czo m r ] 

U n + ， •“， 这样得到的 {队} 仍是 r 的局部基，并令 

- Oo ,- f O m -^ O m+l i O m+i (m 二0， 1， -2, …）.这样得 
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到的 KAJ (n : 二 0, 土 1, 土2,…）足 r 的 只邰 基，而且 fl O fl -{0}, 

II —— ^ too 

+ oo 

U OfL . 

n ^ 一 

记分母为 2 fc 0= 1, 2, 3,…）的正有理数全体为皋对于 reA 9 
r 在二进制下写成为〜为0或1，但 
不全为0,记 TF r = a _„0„„ + … + an A „. 这样作出的怀 r 是0的 
邻域，且每个灰 r 是均衡的.由 + 0 = 0, 土 1, 

土2,，..），当 t 9 s^A 时，灰 r —灰 s C =^ r ^ 

对于 j 6 L , 令？ <： r ) = inf { r | r € d , x ^ W T }. 由于当 r = 2 - B 

(n = 0, 士 1, 土 2,.") 时，灰 r = 0„， 所以 [J = L ，因而龙在丄上有 

riA 

确定意义.(对汝 L ) 且 K ^) = 0 当且仅当 a : = 0 成立.由 
每个砑 r 是均衡集， PU ^)^ P (^) (当於4足 [(1) 时)，且由 
W r - i - W s ClW r , 8 ( r , s € A) P 当 x 、 妗 L , y (>) = ti , p ( y ) =6时，对 
e >0, 取 r ， s 6』 使 a < r<a + e ，6< s <6 + e ， 则 •，由 

此 ，故 

: PO+ 30 十 s〈a + b + 2e 二 K- r ) + ViV) ~\~2s f 
因而 y(x + y )< yO ) + ?(的 ， 所以 i > 是 L 上的准范数. 

由引理 1, plLxL -^ R ：( x f 2 f ) 卜 4： p 0 r — y ) 是厶上均衡不变 
距离， P 导出的 X 的拓扑记为 r p . 对 arei , ^>0,记 0( a : ; fi ) = 

{ y \ p ( y ^)< e }. 因为 0(0; ^ cOnCO ^ o ；^^ («- i , 2 , 

3,…），并因 p 是不变距离， O 0 r;d 二; r 十 0( O ; e ), 所以 a 的任一个 
r P 邻域中包含有 a 的 r 邻威， z 的任一个 r 邻域中包含一个 a 的 
h 邻域.也即 r p = r . 证毕. 

系设 （ LP ) 是线性度量空间，则必有 L 上均衡不变距离 P : 
使 r P ^ T Py 
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要注意的是，当 （ l , p ) 是线性度量空间时,按照度量空间的完 
备概念与按照拓扑线性空间的完备槪念并不一定是一样的. 

§ 3.3 凸集与局部凸空间 

线性连续泛函对于讨论拓扑线性空间是很有用的工具，但是 
拓扑线性空间可能只有一个线性连续泛函即零泛函.本节讨论的 
局部凸空间是常用的而且是性质比较好的一种拓扑线性空间.这 
种空间，一般说来，有足够多的线性连续泛函，并且它的拓扑可以 
用拟范数来刻划.这节中对于局部凸空间，进一步具体讨论了对 
一 般拓扑线性空间所引进的一些概念，并讨论了另一些性质. 

3.3.1 凸集及凸集的分离定理 

定义 设 I 是线性空间， 

⑴如果；且对任何 yeL , 有 e >0 使对任何 <6(0,农）， 
x ^ tyGA , 则称 a ： 是 4 的 内部点 (internal point ); 

( ii ) 如果对 < e (0, 1), 成立以+(1 — 0水=阜则称 i 是 

凸集； 

( iii ) 如果 MCA (当6>0时 : M + 且 40(— Z ) C ={0}, 

则称4是锥. 

容易看到，在内部点的定义中 ，（0, e ) 可以改成（一在凸 
集的定义中 ，（0,1) 可以改成 [0, 1]. 0也认为是凸集，锥必是凸 
集.内部点是代数槪念，与内点不同，它与拓扑 无关. 集4的内部 
点全体记作为 iiU 04). 

引理 1设 L 是线性空间，戽 BcLjez ， AeK ：, 那末 

⑴当 /1 CIS 时， int (^4) C = int ( B ), 

(ii) int(^4 f x) = int (yl) i ar. 
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( iii ) 如 A 关 0,/ l ( iiU (/ l )) 二 im (/ U ). 

证 （ i ) 是显然的. 

(ii) 如果 ; ro6int(/l ), 则对 yeL , 有 e>0 , 使 a：o + aG/l(«e 
(0 ，£))，于是 x 0 十 : r + 十 z ， 所以 x 0 + ； reint(d 十 r ) ,由此 

intC4) + zC ： int(4 + x ). 用 一 z，Z 十 z 分别代替 ;r ， 4 于是 int (乂十 


a ?) — arCint (^4), 从而 int (^4 + a :) dint 04) + 


所以 ( ii ) 式成立 


( iii ) 如果 a ： Qeim (/ l ), A #0， 对于 有 e >0， 使得 x 0 + 

<+)6^4 (^€(0,e)), AM Aa?o+ ty^AA, Hjlfc Ax 0 ^int(AA), Hrfa 

有爪 nt 04) dint 04). 用 | 及 分 别代替 A 及^ 4, 同样又得到 

+ intcu ) dint 04), Bfl int CA A ) a Aim ( A ) 9 所以 （ iii ) 式成立. 
证毕. 

定理 1 设 I 是实线性空间，如果乂是 上的非 空凸集，且0否 
A , int ( A ) = A 9 则有 使得 /0)>0 ( 当 xeA 时）. 

证作集类 S 二是凸集，0^0,此(钔=奶，在 S 
中以 C ； 为半序，由 zorn 引理 （ zorn 引理的条件请自行验证)， 
( S , CZ ) 有极大元.设為是 （ S ， C ) 中极大元. 

下面证明為 是锥： 由引理1 , 


\| >0 


( ii 4 0 ) (J int (^ ) = U ( Zj 。）， 故. 


int f (J (J (^ o ). 又当丈， i 2 >0 时， txX -\- t 2 y 

\t>i 


(右 1 十名 2 ) 


■Oe ( JG 為)，所以 |J (M 。） 中两 


个元的和在这集中，目.这集中元乘正数后仍在这集中，故知 


咖 __ 箬三聿 拓扑线性空间 _ 

U 足凸集.乂 0 +在这集屮， 町见 1 J ( tA 0 )^ S f 山山是极大 

t > 0 i >0 

兀，所以 U ^ o ) — ^09 因而 《 Zod 山 （ Z 〉0) ，4。十 joC 4。，并因 

I >0 

06^0, ^0是凸集，可知 Aof ] (~ A o )=0 f 所以為 是锥. 

记“ = { a : I z 6戌且_斤為} . 下面证明心是 L 的线性子空 
间：由 Z 。 的定义，易见061()，又时一 x € Lq ， 且名 areZ /。 （尤〉 
0), 因此 RL 0 cL 0 . 设 x , 妗1 0 ,即 X ，一工， y , — y 都不属于 A , 现 
用反证法来证明 x + y ^ Ao . 如果 ar + y 6 i 4 0 , 由烏是锥，易知 x ^ y t 
ar — yG / lo , V — x ^ Aq . 所以 U(x — y ) | tGR } 与 A 不交.集 

Aq -j- {t (a ； — y) I 

显然是凸集 ，0 不在这集中并且这集中的点都是它的内部点，由于 
它包含山而為是极大的，所以作出的集就是為，从而 Or + y ) + 
( a : — y ) e 4 o , 即 2 ar 6 為, rr 6 為) ，这与反证法假设矛盾，由此，当; r , ^ 
石0时，无+ y 6 A 。， 并因一 x y — yGIjQ ， — (x + y ) 6為，因而怎+ yd 。， 
即 h 对加法封闭.这样,心是 I 的线性子空间. 

最后证明1/1。是一维空间 ：因为 戌=0,故“# L , 所 
以只要证明对于 I 中两个元 H 必有系数不全为零的线性组合 
在1。中，显然可设 ar , y € L 。, 即在 x 与一 ar , y 与 一 y 这两对元中各 
有一个在為中，不妨设 x 6^ 0 , ▲，考虑下面两个(实）数集 

(jy — a;)^i4o} 9 | 一 x — t {y — x)G/lo} > 

由于 4> n (—4)=0, 这两个数集不交.又易见 o , 1分别在这两 
个数集中.再因糸 = intG 4 Q ), 故这两个都是 R 中的开集，由于 R 
是连通的，这两个数集的和集不等于 R , 故有 « o 6 R , to 不在这两 
个集中，即 $ + “( y — Z ) 6山，一 x — toiy —&山，从而 $+ — 

^) eL 0> 所以 L / L , 是一维空向 . 

取 z Q eA Q 9 可作 feL f 使/在 L 。 上为0且 f ( z 0 ) = 1, /的零空 
间即为 L 0 ， 因而/在山上不取值0 ,由 /1 Q 是锥，易知/在 A 上 
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取值保持定号，山 f ( z 0 ) 二1 可知对任何此/1。，/(2)>0,但 A 0 IDA f 
故/满足要求.〖正毕. 

系设1是实线性空间，木 S 是 L 的两个非空凸集， Af ] B ^ 
0且 A 中的点都是4的内部点，則有 / ez / 使得 

/( 工） >/(y) (xeA^eB). 

证记 = 4 — 艮对于 cm 吏用定理1即可.证毕. 

定义设 I 是 K 上线性空间， 

⑴如果对任何 x ， y & L 及 O 0 成立 p ( tx ) = tp ( x ) 9 pix ^ y ) 
工） 十 P ( y ), 刖称 P 是 L 上凸泛函； 

( ii ) 如果对任何 a?，yeL 及 《eR 成立 = 0( x ), y(x + 
20 二 P ^) rP ( y ) f 则称 P 凫 L 上实线性泛函. 

由定义可知， t 上实线性泛函是凸泛函，又1上拟范数也是凸 
泛函.另外，当 L 是实线性空间时，实线性泛函就是线性泛函. 

定理2设乙是实线性空间， 夕是1 上凸泛函， L D 是 L 的线 
性子空间， 是心 上线性泛函，且 h ( y )< p ( y ) ( yei 。)， 则有 feu 
使得 

( i ) f \ f ol 

(ii) f ( 工 XP(: 〉 (x€L). 

证作 I ^ RxL ， 在通常的加法和数乘下 I 是实线性空 
间.令4= {( r , x ) | ( r ,. x )^ M , t > p ( T )}, {(/ 0 ( gr ), 穿） | tf ^ L Q } , 

由作法即知 ADB ^0 f S 是 I 的线性子空间，因而是凸集.当 

( r , x) f ( s ， y ) eA ， 把（0, 1) 时， / K ， z +(1 — 名）穿)<夕（亡; r ) 十 〆 （1 — 
0 y ) = t ) + (1 — p ( y ) 〈 t t 十 （1 — 《）5, 即（名 r+(l — O 农，《怎十 

(1— 小所以4是 M 中凸集.也易验证 int 04)= A 由定理 
1的系，有痄，使 

< p ( u )^>< p ( v ) ( u ^： A 9 vEB }. 

由于足财的线性子空间，史(抝是有上界的实数集，所以 
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炉 ( z ;) = 0 (v^B). 由（1，0) 巳 4,妒（（1,0))>0,适当乘一正数可设 
炉 （（1, 0) ) 二 1•现作 feL f 如 下:对 xeL, 令 / Or ) = -<P((0,X)). 
对于 2 feL 0 , 由炉 （(/ O (20, y ) = 0, 即 / o ( y ) + 炉 （（ o , y ))= o , 从 

而 /( y ) = / o ( y ) ，所以 / I I 。 = /。. 

如果0，怎)6^4,即当 r > K ： r ) 时， ( p (( r , x ))>0, 故 r + tp ((0, 
^))>0,因此对 arGL , r > p ( x ) 9 f ( x )^= x ))< r f 所以 f { x ) 

< p (^) oez )， 即所作的 / 满足定理的要求.证毕. 


3.3. 2凸集的 Minkowski 泛函，线性泛函的理拓 


定义 设 L 是线性空间，』是 L 中凸集且 06intO4), 则称映 
射 j>:L^R ： a;l ~> inff >0, ! 为 4 的 Minkowski 泛函 

或 4 的度规 (gauge). 

定理 1 设 I 是线性空间， 4 是 L 的凸集且 0eintO4), 则 4 的 
Minkowski 泛函 i> 是 1/ 上的凸泛函，且 

int(4) 二 {x|p(x)<i}eAe{x|p(xXi}. 


证 由于 oeint (4)， 对于於 L , 川纟 >0, 是非空集，记 
这集为 Xu 由烏非空即知 Kx ) 有意义.由4是凸集及064，故 
当时， ty^A (名 e (0, l )), 由此当氏 毛时 ， 所以 
成 T 是个区间（(0,<0或 (0, a ] 或 (0, oo )>. 而当 i >( x ) 二 C 时，对于任 


何 e >0, 

C - t € 

显然 K 工）>0 ( arGL ), p (0)= Q . 又对斤厶及 i >0, 由定义 
即知戽=以^,因而 〆 以）二0(：0 ( xeL f t >0). 又如果 K * r ) 二 

二 A 则对《>0,有 arG / l ， 因溢是凸集，所 

c 十 e a I £ 


以 


c + e 1 , d f e 1 


d 


c 


ye 丄即 


•由 





此可知 
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+ + p(y) +2e ， 

因而十 y )^ p ( x ) 十 〆 y ) O , y6/v ), 即夕是 Z 上凸泛函. 

如果 便 />00<1，则 16^4:，故 又当 x^A l ^ A xf 

故 K*0<1， 所以 

{x \p{x)Cl}dACl {^|/?(^)^ 1 }. 

记冷 = {怎| ? (>)<1},当 z 0 e 為时，对于夕 eL 及 z>o, 由于 

^〜+0)<?^。）+ ?<^)二》0。）+ «?00，因此当 

时，； r。 十 064,，即 xoGintC ^,), 由此戌 = intMD C=im(/1). 而当 
汉0巳乙 使 /Ky。） = 1 时，对任何 e>0, f(y。 + ^ Vo ) 二 1 + e〉l， 即 yo + 
eyo ^ A ， 因此％ 不是 A 的内部点，因而 int04)C 山，所以 int(^)- 
证毕. 

系1设上是线性空间 ，义 是有内部点的凸集，则 （i) int(int 
U))-intU);(ii) int04) 是 凸集； （iii ) 对托 (0,1)， / int ^4) + 
U — iMdint ⑷.乙;^ 心戈々 Q • 

证 如果 OeintM )， 记4的 Minkowski 泛函为？，则 int (^4) 
- UIK ^)< l },( i ) 已证. （ ii ), ( iii ) 由》是凸泛函即得.如果 
心 eint (4), 记 S = j — 〜，由 B 满足系中的性质及 int (^^ int ( B ) 
+心即知4也使这些结论成立.证毕. (\乙 - 

系 2设 I是线性空间, A 是 i 的均衡凸集且 oeint04), 则』 
的 Minkowski 泛函 p 是拟范数. 

证由4是均衡集，对 A 6 K ，1/ U 二1有二次从而对于长 
Z / 及 A€K，Ml = 1,4；^二4，故 iKAo:) =： pO ), 由此 JP 是拟范数. 
证毕. 

系3设 Z 是实线性空间， .4 是存内部点的凸集且064,则有 
f ^ V 使得 f 非零且 /(x)>0 (a^). 


專 fll 扣 1 
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证 id 4 r - int(/l), 山系 ;! ， /I 】是非空凸集， intd) =/I，，06 

有/%使/(勾>0 ( zeA t ) r M 然/非零，取工 0 6 
乂1,对于 x€A 及 托（0, 1), 因 tx 0 i- (1 — f );r6/li， 故 

/ (义 3*0 .+ (1 — , ） x ) 〉0 

即《/(无。 ） + (1— 6 )/ (之 ）>0，令 + 0即得 /(* r 〉>0 (zG/l). 
证毕. 

系4 设 x 是实线性空间，皋方是丄的非空凸集，且 

0, d 有内部点(或 B 有内部点)，则有 fev 使得/非零且 /( x » 
f(y) (x€A ， yeB). 

证 对于』 一 5使用系 3 即得.证毕. 

定理 2( KpeSH ) 设 Z 是实线性空间， Z 是上中 的锥， L 0 }k L 
的线性子空间且关 0. 如果/。足 L。 上线性泛函且 
fo ( y)>o (yeZofu)， 则有 /e // 使得 

(i) fU 0 ::fo; 

(ii) /(x)>0 (xEA). 

证糸 ; r 0 eL 0 n int(3)，Ui 谷 :- d — 尤 0 ，并作 5 的 Minkowski 
泛函》 • 当 x^zA 时，对任何 t>0 9 由于心十故 tx^B , 因而 
K ： 0=o, 即夕在 4 上取值为零 . 

对于 yEL 0j ia By ^ {t I 《〉0, ti / eB }, 这时， y(y) = inf|-|- tE 
By }. 对于把私，由 W € B ， Xo + tyeA ， 故 f G ( x Q + ty ) X )， 所以 

— /o(yX 士 /o(:o) (yGL Q ， ttBy) ， 

从而一 A(y)</oO (l )Ky) (y€L 0 ). /oO。)》 是 i 上凸泛函，由 
3.3.1 定理 2, 把一/。延拓成 zy 中元，再乘上一 1而记为/,则 /e 
//且/| £ 。二/。,并有 

— /0)</ 。 0 。 )#0) (x^L). ' 
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由 p /iu 上为0,故/(尤）>0 ( xeA ). 证毕. 

引理1设1是 K 上线性空间,/是I上实线性泛函，则苻唯 
一的妗1/使得 

证显然只要对干复空间的情况来证明. 

， 如果扣 Z/， 对汝 L, 设 g ( x ) = a + bi ( a y beR) f 于是 giix 、 二 
— b + ai ， 因而〆二 Reg O) - SRe《 + (h )， 可见如果/使 

Rep = / ，则 

g(x) = (a;6L), 

由此可见，由 f 所决定，这就说明了唯一性. 

对于 Z 上实线性泛函/,令 g ： L ~^ C : x \ 一> / O ) — "0_怎)•由 
g 的作法显然 Re 夕二 /,且对于 a yeL 及 i € R ， 

g(x + y) = g(x) 十 giy) ， g(tx ) 二 tg(x )， 

并且 g ( ix )= f ( i 3 c )— if ( iix )^ f ( ix ) 4 - f/O) 二纺 (x ) .由此， 
即知 

Sf(Ax) =Ag(x) (x^L, AEC) 

即夕 ez /. 证毕. 

系设 i 是 K 上线性空间，卓 石是1 的两个非空凸集， 

=0 且』 有内部点，则有 /ez / 使/非零且 

Re/(x)>Re/(y) ( x 6 A ， yEB ). 

证实空间的情况已经证明过.当I是复空间时，只考虑实 
数的数乘X是实空间，这时牵 S 仍是凸集，原条件仍满足，于是有 
看作实空间时的 i 上线性泛函/!， 厂 非零且 f 办） >/七）（士 
牵2^奶，而穴是复空间 Z 上的实线性泛函，从而有/€//使 Re/ 
= 厂， /即合要求.证毕.‘ 

定理 3(Hahn-Banach) 设 Z 是 K 上线性空间， p 是I上拟 
范数，仏是 Z 的线性子空间， 丸是 4上线性泛函且 |/ q (20I 夂 
viv ) (妗心)，则有 /ez/ 使得 
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(0 /I L 0 = /o ； 

(ii) |/0)|<p( ，） (xeL). 

证由于拟范数是凸泛函，当1是实空间时，由于从 \ h ( y )\ 
^ p ( y ) (yeL 0 ) 即得 / O ( y )<；p(20 (yeL 0 )， 由 3.3.1 定理 2, 有 
f ^ L f 使 / U。 =/。且 Kx )^ f ( x ) ( zeL ) ，这时,/ (— 幻 (— 幻= 
多 CO 故 ( xeL ). 实空间的情况证毕. 

现设 L 是复线性空间.这时可把 z 看成实空间 ，记％ 二 Re/o, 
%是上的实线性泛函，在看成实空间时，由上面可知，有实空间 
I上线性泛函7使分|石。=夕0, } g ( x )\^ p ( x )( xeL ). g 是复空间 L 
上的实线性泛函，由引理1，有/^/(/是复空间 Z 上线性泛函）使 
得 Rc/ = 

在上， Re/ = p = w = Re/ 0 , 由引理1的唯一性可知，在 L 0 
上/=/。，即又对 士尤， |Re/(x) |<^(jr). 取； 16C, 使 
1 = 1 且 Af ( x ) ^ \ f ( x ) I,于是 I Re/ (^)| <〆“）= P(^),W 

|/(x)|<K^) (x^L), 

故 / 合要求.证毕. 

系设尤是线性空间是 1 上拟范数，则对有 / ez/ 使 
得⑴ fM = p ( xo )；( n ) \ f ( x )\^ ? ( x ) ( xEL ). 

证 在 span({a：。}) = {AiTol A6K} 上，令 / Q (h。） 二如 (: r Q )， 对 
/ 0 使用定理3即得.证毕. 

71 

线性空间I中的》个元 A ,…，心，形为 H 〜心 的元(其屮〜 

fc = 1 
n 

a 2 ，…， a„e[0, 1]且»*=1)称为〜…,〜的凸组合，由凸集的 

tc=l 

定义及用数学归纳法易知，如果4是线性空间I的凸子集，则2中 
有限个元的凸组合仍在4中. 

易见，任意个凸集的交集是凸集，因此，对于线性空间I的子 
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集 一 切包含2的凸集的交集是包含乂的最小凸集，称为4张成 
的凸集或4的凸包，记为 coA , 

引理2设 L 是线性空间，那末 
⑴对中有限个元的凸组合全体 }; 

( ii ) 如果… ，人是 X 的凸子集，则 
co (牵 LM 2 U … LU ,) 


71 


n 


I 。龙6[0， 1] (/? — 1，’••， 71) 且 


K 


证 （ i ) 式中左端包含右端是显然的.直接验证又可知右端 
是包含2的凸集，所以等式成立. 

( ii ) 同样左端包含了右端，又右端显然包含了木 U … U 4 n , 


n 

因此只要验证右端是凸集.设 A y 分别是及夕= 

lO 二 1 


n n n 

〉 ' b k y k (: r* ， cfjt ， 6*6[0, 1] ， （左 = 1 ， 2,… ， n)， 〉 : ~ ^^ 

fc=l A：-l fc=l 


二 l ) 又圯 （ o , i )， 于是 b +( i — Gy 二—幻 6 *夕」. 

Kf = 1 

记 c * = f (1 — Z ) 并记〜 — (1 — t )~ y *]， （如 

c k 

果某个&使 c *==0， 即 = 就取 = 这样， 2*64* 且 

而 k +( l - Oy 在 ( ii ) 中式子的右端，由此. 

10 ~1 

(n n 1 

)S a ^ Xk 1 X k^^1(9 ^[0, 1] ( 左 =1 ， 2, …， ( 

( a ；—i is =i 3 

是个凸集，所以这集就等于 co ( A , LM 2 U … A ). 证毕. 

引理 3 设 （ L , r ) 是拓扑线性空间，則1中凸集的闭包是 
凸集. 
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证 设 Z 是厶中凸集.对于 Z6(0，l),:re 山由于映射 
tx 十 —《）女是同胚，且 h 十 （1 一 A ^ ZA ^ Z.Ai 因而2在这映射 
下的原象是包含 Z 的闭集，所以 tx ^( l - t ) A ( ZA . 同样，对于 se 
(0,1), z ^ A , 由 a+(l —s)ZC：3 可知 S2+(1 —S)2ci3， 因而 

— 不即2是凸集.证毕. 

对于拓扑线性空间 （4 r ) 的子集包括3的最小凸闭集称 
为 Z 张成的凸闭集成 乂的凸 闭包.记为 coA . 

引理3说明 coA =coA 

弓 I 理4设 （ L,r) 是拓扑线性空间，山 S 是 (L，r) 中凸紧集，则 
00041^)是仏, r) 中紧集. 

证由引理2，<；0(^4^1石）={6:+(1-^)夕|托[0,1]，；1：6^4,2^ 
B ], 作映射 Kx Lx L ~> L :( t , x , y ) I~> tx -\- (1 — 0 〜这是 个连续 
映射.而 COM u 扔是紧集 [0,1] x 4 X B 的象，故 COMu 抝是紧 
集.证毕. * 

用数学归纳法易知，对于拓扑线性空间 (4 r) 中有限个凸紧集 
A tf ***, A n , 00(4 LM2 U … U 人)是(乙， r) 中紧集. 

定理4 设 (L,r) 是拓扑线性空间，0是 a, r) 的非空凸开集， 
ar 0 6O , 则有 / e(L,r ) 使 Re/O)〉!^/0。） 060). 

证由于0中的点都是0的内部点，由 3.3.1 定理1的系， 
在复空间时再用 3. 3.2 的引理1 ( 参见引理1的系）可知有 /ec' 
使得 Re/OOSRe/bdOreCO . 因为 /( ⑺尹 K ， 由 3. 2. 3定理1 
即知 / e ( L , r )'. 证毕. 

系设 (L,t) 是拓扑线性空间，且有凸开集 0 使得 0 参 0 , 0 
袖, 则 a〆）* 中有非零元. 

但是确实有拓扑线性空间(^， r) 使得 ( L , r ) # 仅有零元•（并 
且 r 不是平凡拓扑). 

例 设厶是 [0,1] 上 Lebesgue 可测函数全体，几乎处处榍等 
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的函数认为是同一个元. • 对于令 

i 4 t “， （ w 是 Lebesgue 测度) 

0 1+ \ x — y \ 

这时， a , P ) 是线性度量空间. 

设 / e / 且/非零，则有使 / Or 0 ) = 1,对于任何 e >0, 

取自然数 n 使丄 < e ， 记％,.，.，〜分别是[0，丄1, | "丄，丄1,…, 

u n r Ln n 

匕」 j 

~~~f 1 上的特征函数，又记〜= 7^心（办 = 1， 2, …, ?0. 易见 



J^L-dmK^<e 9 


但因 2 !+2 2 +… + % = n ； r 。， 故 /( A ) + …+/(2 # ) = B ， 所以至少 
有一个 k 使 I / O ；：) 丨 >1. 因而不会有 e >0 使 

{z\p(z f O)<e}CZf^(K(l)) 

可见/在0点处不连续， 从而 fe (L, T 0 )*. 


3. 3.3 局部凸空间 

引理1设(乙 r ) 是拓扑线性空间是开集，则 C 0 4 是开集. 

n 

证设乏](其中«是自然数，; T |,” •，怎《 I ， 

fc-1 
n 

…， tn>Q 且 1)， 如果 = 1，则 y^iAy 从而是 coA 的内点. 

Jfc=l 

n 

当 《>2 时，因为是夕的邻域且这是 coJ 的子集, 

4=2 

即 coA 中每个点是内点，所以 coA 是开集 . 证毕. 

定义设(二 r ) 是拓扑线性空间，如果有 r 的局部基全由凸 
集所组成，则称 a , r ) 是局部凸的拓扑线性空间，简称 ( L , T ) 是局 
部凸空间. 
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定理 1设(乙， r ) 是局部凸 Hausdorff 空间，则对 Z 中的非 
零元％，有斥 （ L , r )* 使 f ( z 0 ) 判 • 

证对 z 中作零元％，有 0 的凸邻域 0 使 々 ea 由 3.3.2 
定理 4 ,有 fe(L 9 0 # 使 Re/Or) > Rcf ( x 0 ) (xEO) , 易见这时 f ( x 0 ) 
关 0_ 证毕. 

定理 2 设 d , r ) 是局部凸空间是非空凸闭集， 又 々吞汔 
则夼/€(1，0»及^>0，使得 

Re / (工） <CRef ( x ^) — e ( xEA ) * 

证 由于 A - x , 是非空凸闭集，0弓 Z — 故有0的凸邻域0 
C (4 — r D )%0—04 — a : D ) 是开集，它是凸集且不含0,因而有 /e 

(L ， t)' 使 Re/ 在 O—U — 心）上取值大于 0, 所以 

Re /( x ) < Re / Or 0 ) 十 Re / ( y ) ( x ^ A , ^60). 

it /非零，冇 z 0 ^ L 使 / Uo ) 二 一1， 又有 e >0 使以0^>，从而 

Re / O ) < Re / ( x 0 ) —e ( x ^ A ). 

证毕. 

引理 2 设 ( L , r ) 是局部凸空间, O 是0 的邻域，则有0的均衡 
凸邻域疋使灰 CIO . 

证由 CL, r) 局部凸，故有 0 的凸邻域 UCZO , 又有 0 的均衡 
邻域 FCK 记汛二 coF, 由引理 l,Pf 是开集，又由 3. 3. 2 引理 2 
及 F 是均衡集，易见#是均衡的，即灰是0的均衡凸邻域且 WCZU 
匚0_证毕， 

当厶是线性空间， x 0 eL , p l 9 p u p „ 是 JO 上拟范数，《>0时, 

我们引进下面的 记号： 

O ( x 0 ; p lt p2r''f Pn ； e ) = { x \ p k ( x -~ x Q ) < e ( k = 1,2, •**,«)}. 

定理 3 设 ( L , r ) 是局部凸空间，则必有一族 Z 上的拟范数 
P ， 使得是 r 的局部基. 

证 0的均衡凸邻域全体是 r 的局部基.对0的均衡 凸邻域 
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IF, 作 PF 的 Minkowski 泛函 p ， \j\\\ O{0;p;l) ^ int(W) . 把 0 
的均衡凸邻域的 Minkowski 泛函全体记为 P ， 刖 P 即合定理的 
耍求 . 证毕 . 

对于上述的 A 对于戶中冇限个元？, ，…， h 及 

n n 

…，及《;6 = 门 ^⑼化 ； e ) 二 f ] eO (0; p k ; l ) Gr , 

K —1 it —l 

易见这时 

{0(0 ； Vu'-yfn ； e)\p u --y Pn^P 9 e>0} 

是 r 的局部基. 

定理 4 设 i 是线性空间， P 是 I 上拟范数族，则 

{9(0; 凡 e ) I 声】，…， Pn^Ps e >0} 

是1的局部凸拓扑『的局部基. 

在证明之前先作一个说明 •. r 是 i 的局部凸拓扑是指 r 是 Z 
的向量拓扑且使 a , r ) 是局部凸空间. 

证对于斤尸，由 3.2,2 引理 1,{0(0：;朽£)|0：€1^6>0}是拓 
扑的基(记这拓扑为 r P )， r P 是向量拓扑， { O (0; p ; e )\€>0} M - r P 
的局部基，又 〜是1 的局部凸拓扑.由 3. 2. 5定理2系1,比每 
个0(?6/>)都强的最弱拓扑 r 是 I 的向量拓扑，且 {0(0;朽0 |〆 
P ，£>0} 是 r 在0的子基.易见 r 是 I 的局部凸拓扑，且 

{(9(0; p u p 2f •••, p n ； s) j p u p 2 , —, p n ep, €>0} 

是 r 的局部基.证毕. 

定义设 L 是线性空间 ，/»是1 上拟范数族，以 

{ O (0； p lf "-, Pn ； 0 \ hf '^> Vn ^ P > £>0} 

为局部基的向量拓扑 T 称为由所决定的拓扑. 

由定理3及定理4,局部凸空间也就是拓扑是由拟范数族/ > 
决定的这种拓扑线性空间，但不同的拟范数族决定的拓扑可以 
相同. 
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设 /> 足线性空间彳 cl', iini/ii/o’) 决定的 m 扑称为山「 
导出的拓扑，记为 a(L f F). 对于 f u f 2 , … ， /„eL\ €>0,x Q eL f id 
O(x 0 ;f lf f 2 , •••,/„；«) = {x\xei, \f k (x — x 0 ) I <e(k=l f 
2,***,«)}. 

定理 5 设 CL , r ) 是局部凸空间， P 是决定拓扑 r 的拟范数 
族，又 q 是 L 上拟范数，则下列各点等价： 

( i ) 2在 U , f ) 上连续. 

( ii ) 0(0 ;?; 1)以0为内点. 

( iii ) 有 P 中有限 个元凡 ，: p 2 , …，^及数 c 使得 
q{x) <cmax(pi Or) ，沪 2 O) , 》 O)) 

证 （ i)^(ii) 显然 . 

( ii ) => ( iii ) 如果 0 (0; (/; 1) 以 0 为内点，则有 y u …，？#尸及 

«>0使 0(0; y 2 ， …， e )( ZO ( a ； q ； 1). 对于;记 

maxhO ) ，…，夕„0))为 a (; r )， 于是当 aO)<e 时，穿0)<1•如 
果 : 使 a 0)=0, 这时对任何 t > Q ， a ( tx ) =0 ,从而 q ( tx )< l ， 

故？ 0)=0. 如果 jr€L 使 a (30>0, 于是记为 2) 使 a (2) < 
G 从而分（2)<1,故 g ( y )<! a ( y ) …， y fl ( y )). 取 

G S 

c = ^ ■，易见对任何 I 中元$都成立 q ( x ) < cmax (^ I ( a :), …， p „0))_ 
e 

( iii ) j ( i ) 设尸中 A , p 2 ， …， Pn & 数 c 使 g ( x )< 

对于 及 <?>0, 记 0 = 0(0;/^ ，…, 

Pn ； ~4r\ 当 於 A + O 时 ， z — 所以 〜(：一 ％)<— (左二 H 
c +1/ c 十 1 

…， n )_ 从而 q ( x — x 0 )< e . 由此得 

\ q ( x ) — q ( oc Q ) I < q(x — x 0 ) < e , 

即？在 A 处连续.所以《在 （ L , r ) b 连续 . 毕. 
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系1 设 足线性空间， ，匕是 /^上的两族拟范数/^匕决 
定的拓扑分別为 h , r 2 , 则 r 2 比 a 强的充分必要条件 是:对 gep ,， 
有尸2中有限个元？1，…，〜及数 C 使 

^( xXcmaxC ?)! ( x ), p 2 ( x ) ，…， p n O )) ( x ^ L ). 

证必要性 设0比。 强.由定理5,《是〜连续的，从而 
S r 2 连续的，故由定理5即得. 

充分性 由定理5, A 中的？都是1： 2 连续的. 因而 CKO ;? ; 
1) 一疒开集，而 r , 的局部基中集 <9(0; h , …， q n ； e ) 
&都 2: r 2 开集.所以 r 2 比 r , 强.证毕， 

系 2设 （ L , r ) 是局部凸空间， P 是决定 r 的拟范数族， /6 Z /, 
则 / e ( L , r ” 的充分必要条件 是：有 ？中 Pl ，…，及数 c 使 |/0 r )| 

< cmax(^j ( x ), f 2 { x) f …， />„(>)) OGL ). 

证必要性 如果 / g ( l , r )*. 则 rv / m )) 是 r 开集，从 
而1/1是 ( l ， r ) 的连续拟范数.由定理5即得. 

充分性如成 立这不等式， / 在 O (0; A ， …，？ n ; l ) 上有界，由 
3.2.3 定理 i 即知证毕. 

易见当 （ L , t ) 是局部凸空间时， （ L , r ) 上连续拟范数全体记为 
P , 则/ 5 决定的拓扑就是 r . 

定理6 设 L 是线性空间， FCZ ；, 记尸 张成的线性子 空间为 
F ,,则 （ i ) ( L , a ( L , F ))^ F 1； Cii ) a ( L f F ) = cr ( L f F x ). 

证 由定理 5 系 2 易见 A C ( L , ct(L,F))' 反之，如 he ( L , 
F ))' 由定理 5 系 2 , 有 ,/ 2 , …，九€尸及数 c 使 
|A(x) l^cmaxd/j (ar) |, |/ 2 0r)|, … ， |f n (a:) |) (x6L), 

因而 A 在 八 ，•••,/„ 的公共零空间上 取值为 0, 由 3. 2. 1 定理 1 的 
系， h 凫 f" …， h 的线性组合 ，故 neF lf ( i ) 证毕. 

由 FCA 即知 a ( L ， F ) 比 a ( L ， R ) 弱. 由定理 5 的系 1 又 
可得知 era ,。） 比 o *( L ， F ) 弱，因而 a ( l , F )2 or ( L , A ). 证毕. 
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定理 7设 ( L , r ) 是局部凸空间， P 是决定拓扑 r 的拟范数 
族，4是 Z 的非空子集，则 i 是 （ L , r ) 中有界集的充分必 要条件 
是:对任何 p ^ P p SMY > p ( x ) < + oo . 

X A 

证必要性 如果 4 是有界集，对于有 oo 使 Me 
0(0；®； 1), 故对 p ( ex ) <1,从而 supp (: rX 丄< + oo . 

x^a s 

充分性 如对每个 Phsupp ⑻ <+ oo , 则对于 P 中有限个 

x ^ A 

Vi, …， VnR e >0, 记 sup ( hOr ) \ xeA y k ^= l 9 2 9 ••.,«} 为 c 并令 <5 = 
— fr , 易见 SAczO (0; p lf p 2 ^- f Vn ； e ) 9 所以乂是有 界集.证毕. 

C + 1 

系 设 (A rO 是局部凸空间 ，4 是 （乙， r ) 中有界集，则& 4 是 
( Zy , r ) 中有界集. 

证 只要对非空的4来证.取决定拓扑 r 的拟范数族 Z 3 •记 
B ^ coA . 对于夕 GP ， 由定理 5 ,?是连续的.记 supj ?0 r ) 为60与 

x ^ A 

p 有关），则 { ylyCyXMzf 1 (左 (6)) 是 a ， r ) 的均衡凸闭集且包 
含皂所以切 | p ( y )<6}, 即 B 有界.证毕. 

定义设 z 是线性空间，尸是 I 上的拟范数族，如果对 1 中仟 
何非零元有斤户使 f { x ) 9^0, 则称 P 分离 L 的点. 同样，如尸 
< zr 且对 I 中任何非零元 z 有 /ep 使 / o ) 尹0,则称 p 分离 L 的 
点 • 

容易看到，当 p 是线性空间 I 上的拟范数族时，由户决定的 
拓扑是 Hausdorff 拓扑的充分必要条件是 P 分离 I 的点，同样， 
当 FCL ' 时， cr ( L , F ) 是 Hausdorff 拓扑的充分必要条件是 F 分 
离厶的点. 

引理 3设 ( L ， r ) 是局部凸空间，如果（乙， r ) 有非空的有界开 

集 ，则 r 可以由一个拟范数决定. 

证 设 O 是 ( l , r ) 的非空有界开集， x ^0 9 则 0 — 办是有界 
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集，又有0的均衡凸邻域択是有界集.记 W 的 
Minkowski 泛函为 p， 由以}决定的拓扑显然比 r 弱，但因灰是有 
界集，所以对0的 r 邻域 G， 必有 e>0 使 eWd 0 9 即 O(0;p; 幻 C： 
0, 从而{》}决定的拓扑又比 r 强.所以 r 就是由以}所决定的拓 
扑.证毕. 

定理8 (KojiMoropoB) 设（1， r) 是局部凸 Hausdorff 空间， 
且有非空的有界开集， 则有I上范数 il • II, 使得 r 就是由 || • | 所决定 
的拓扑. 

证由引理3,有 X上拟范数化 r 就是 {?} 所决定的拓扑，但 
又由 r 是 Hausdorff 拓扑， p) 分离 Z 的点，故 P 是 i 上的范数. 
证毕. 

定理 9 设 (Z, r) 是局部凸空间， P 是决定拓扑 r 的拟范数 
族， {〜} 是 L 中的网，则 >0( r) 的充分必要条 件是: 对任何 pfeP, 

p(Xa) - > 0 . 

证必要性由于 P 中的 P 是连续的，当 A 〜0( r ) 时当然 

史(0) =0. 

充分性对于尸中的 pi ，？2，…， VnJke >0, 由， jfcOrJ— 0, 
(A=l,2, …， n ), 故有 Gjt ， 使当而-<0：时，由于足标集是 
定向集，可取在，0：2,…，之后，于是当时， p k ( Xa ) <C 
对 = ••*，!？都成立，即 x a 6 O (0； Pi , •"，？„;€),因而 x„->0(r). 

证毕. 

3.3.4 弱拓扑，商拓扑 

定义 设 (L,r) 是局部凸空间，由 （L, r)# 所导出的 I 的拓扑 
称为 r 的 弱拓扑 .r 的弱拓扑记为 r' 

由 H 3 定理5的系]和系2,即知，'比 r 弱.由定义可知 


，就是 a ( L , ( L , r )#), 在不致混淆时也记为 a ( L , L »). 
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当 r 是由 PCIL ' 导出的拓扑时，由 3. 3.3定埋 6 可知，=广 

弱拓扑是对于 Z 的局部凸拓扑而言的. 当 Z 有两个局部凸拓 
扑 h , r 2 时，如果 r 2 比 q 强，则 （ L , r 2 ) # Z )( L , r x ) # , 从而 r 『比 

<强.但是不同的拓扑可能弱拓扑是相同的. 

定理1 设 CL , r ) 是局部凸空间， 4 是 （ L ， r ) 中凸闭集，则 Z 是 
a ，，) 的闭集. 

证 不妨设且乙 对于心 芬阜由 3 . 3. 3 定理 2,有 
/ e ( L , r) tt 及 e >0, 使得 

Re/(ar) <Re/ (a? 0 ) — e (x^A ). 

记数集 p | ReA < R e / Or 0 ) — 为艮召是 K 中闭集•因为 / 是 

连续的，所以 CB ) 是 （A r ， 中闭集.易见 XC /- 1 ( B )， 
^ er 1 ( B ), 所以 “ e 和' 因而乂=$6， 即乂是 ，闭集. 
证毕. 

由于 r 『比 r 弱，故，闭集是 T 闭的，定理1说明， ( L ， T ) 与 
( L , ，)有同样多的凸闭集. 

系设⑺， r ) 是局部凸空间， /! C 1， 则在 ( L ， r ) 和 ( L , ) 中， 4 

的凸闭包相等，同样4的线性闭包也相等. 

定理 2 设 (L ， r) 是局部凸空间， ACL ， 如果 4 是 (L, ，）中有 
界集，则4是 (A r ) 中有界集. 

证 只要对非空集 4 来证.设 P 是决定拓扑 r 的拟范数族. 
用反证法，即设对 / e ( L , r )' supl / O ) 丨 < + od , 而有 peP 使 

x eA 

supy(x) = +00( 见 3. 3. 3 定理 7 )• 

x 

由 sup/Kar) = +c°, 有怎 1 eJ 使 〆 ;^ ) >1. 由 Hahn-Banach 

x ^ A 

定理（见 3.3.2 定理3的系），有/ 1 61/使/ 1 01： 1 )= ? ^ 1 )丑 
I/i (x) \<p(x) Or6L )， 而由 3. 3. 3 定理 5 系 2 , /, e ( i , r) # •记〜 



§ 3 . 3 凸集与局邰凸空间 


185 


^ supl/x ( x ) I (< + oo ), 又有使 ?( a : 2 )>4 2 -2(2+ a 1 ) t 同样 

X ^ A 

有 / 2 e ( L , r )*^/ 2 ( ar 2 ) 二 K ； r 2 ) 且 i / 2 ( d |<； p ⑴ OreL ), 并记 a 2 
- sup |/ 2 (^)|. 这样侬次可取 “^4 使+ 〜 + … + 

X € A 

a „_ 1 ) ,作 ( L , r ) # 使 f n ( 3 c n )= p ( x n ) 且 I /„ O ) I ( xeL ), 

记 a „= sup |/„0 r ) 丨 （n = 2,3, 4, …），令 

x eA 


/ ⑷ = 2 ⑷ ( xeL ). 

K=i 


由于 IhOr ) !<?<>) 06 L ，*=1,2, …），上述级数收敛，且 I / O ) I 
< p ( x ) oeL ), 又 / 是厶上线性泛函，因而 / eL ' 

现考虑/在“上的值，设 » o >2, 这时，由于 


i = n 0 + 1 



4 


k 


\v (^ n 0 ) 


4 


4 n <> +1 3 


V (^ n 0 ) 


= +. 去 〆 


n 0 -l 

又因 / n Q 0^) 二？0 〜）， XI /*(^ 0 ) + fl 2 + …所以 

JC =1 I 

2 1 

l/(^n c ) I * ~^V (^n 0 ) ~ ( a l + … + a 7Jo - 1 )>fl 0 ， 

这与 / ea , r ) » 并由此 sup I / o ) I < + CO 相矛盾，所以 / 是 ( L ， r ) 

x eA 

中的有界集.证毕. 

定理 2 说 明：对 于局部凸空间 （ L ， 4,(匕1*)与(6 r 。 有同样多 
的有界集. 

由弱拓扑的定义及 3. 3. 3的定理9,即知当 (1, r ) 是局部凸空 

间时，对于 L 中的网{心}， L ->0( r ， 的充分必要条 件是: 对任何 /e 

{L f r)\f(x a )^ 0 . 
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定理 3 设 ( Z , r ) 是局部凸空间，1。是1的线性子空间， Q 是 
L ~> L / L , 的商映射，是 LIL q 的商拓扑，则是局部凸拓扑.又 
如果尸是 L 的决定 r 的拟范数族> 对于 vep 9 作 L / L 0 -^ K ： xh ^ 
infip ( y ) | ye }， 则{ ㈤ 片/ 3 }是决定柘扑~的拟范数族. 

证 h 是 L / L e 的向量拓扑，且~二{以7) 丨 7€ r }. 因此 r 的 
局部基在 P 下的象构成 r c 的局部基.由于均衡凸的0的 r 邻域是 
r 的局部基，而 G 是线性算子，把均衡凸集映成均衡凸集，所以 

是局部凸的拓扑. 

当/ > 是决定 r 的拟范数族时， {0(0； p ； 的有限交的 

正数倍全体是 r 的局部基，所以 { 0 ( 0 ( 04 ; lDlpe / 3 } 的有限交的 
正数倍全体也是 h 的局部基，而这种集的 Minkowski 泛函就组 
成了决定 4 的拟范数族，记<? (0(0; % 1)) 的 Minkowski 泛函为？， 

对于托1 /1。，数 <>0使 1)) 等价于有於 0 (^0; 

使 Q ( z )= x . 因而罗(无）二 inf 1+卜>0, lxeQ ( O (0； p ； 1)) j 

inf { p ( z ) 所以 {?|； p 6 P } 是决定商祐扑巧的拟范数族， 

弓 I 理 1设(/^，『◦，(^，^^是局部凸空间， TeHL ^ L ^, 
则1 2 )的充分必要条件 是： 对于 （ L 2 ， r 2 ) 的连续拟范数 
<1， ?。了是 （ M ， h ) 的连续拟范数. 

证必要性 当9是 A 上拟范数， T ^ LiL , 4 2 )时， q 。!^ 
L , 上的拟范数.而当 Ag 都连续时，是连续的. 

充分性 如果对 { L u r 2 ) 的连续拟范数《， g 。?’ 都在(心 ， ^ ) 上 
连续，则当 A 中网 KJ 使; OOi ) 时， gcTOJ — 0,即 (/( T 7 ；^) — 
0,故 T ^ a ->0( r 2 ) 即： T 在0处连续，从而 T ^ BCL , — L 2 ). 证毕. 

系 设 (4, r a ) 是一族局部凸空间， M 是线性空间，又对每个 
a ， J /)， 则 

坊 U 是加上拟范数，对每个是 （ k ， L ) 上连续拟范数}所决 
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定的的拓扑2使毎个 部 连续的 U 的最强 Ri 部凸拓扑. 

定理 4 设(1 1 ,^),(/」 2 ' 2 )是局部凸空间，^ > 是/> 1 的线性 

子空间，巧是 Ll /心的商拓扑，那来 

⑴如果 Zv 2 ), Wl T ^ B { L x / l 0 ^ l 2 ) 的充分必 

要条件是 ToQ ^ B { L x 

(ii) 如果汉 l 2 ) 且 A 在况的零空间中，則有唯一的 
TEBCL, /L 0 ->L 2 )® ToQ = S. 

证 （ i ) 必要性 是显然的. 

充分性 如是连续的，则对于 06 r 2 ，( To ^)- 1 (0)6 ri , 
也即，由此; rHcoeq ，可见 T 是连续的. 

( ii ) 如果 L 2 ) 且 S 在 L 0 上为0,对于 L / L 。 中元 
无 ，令二 Sx . 由于 《在 L 0 上为0,故当至=歹时，即 ; r — 有 
Sx = Sy ， 所以 T 7 的意义是确定的.易见 T 是私 ! L ^ L % 的线性算 
子，由作法即知二&由⑴又知 T 是连续的.而由 
的要求即知 T 只能这样作，唯一性是显然的.证毕. 

系 在定理4的条件下， B{L X I L^-^Li)^B(Jj X -> L 2 ) 的映 

射是线性算子，并且是单射.它的值域是 

{S\SeB(L x -^L 2 ) t S 的零空 间包含 L 0 }. 


3,3,5 弱*拓扑 

当 ( i ， r ) 是局部凸空间时，的线性子空间，在 ( L , 
r ) # 中也可以引进拓扑，常用的是下面的拓扑. 

定义 设 ( Ar ) 是局部凸空间，对于 rrei , 作 
/( z )， 由 0 keL } 导出的的拓扑称为弱 * 拓扑. 

L * 的弱*拓扑有时也称为 r 的弱 * 拓扑.但是弱 * 拓扑与 ( r 的) 
弱拓扑不同，当线性空间 I 有不同的局部凸拓扑时，分别有 
rf 及4，它们都是 Z 的局部凸拓扑.而弱*拓扑与 Z 的拓扑 r 的 
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关系只足由^而影响到 A , r )# 这个线性子空间符多人.实际上, 
对于的任何一个线性子空间（仍记为厶 # ),把 x ^ L 固定而 / Or ) 
(/€ L 0 看作是上的线性泛函，由这种线性泛函全体导出的拓 
扑就是的弱*拓扑.记为 * 只是必要时表示区别而已. P 的 
浞*拓扑记为 a ( L ^ L ). 

当 P 是 L ' 的线性子空间时，由定义可知，对于 f 议， Xi ，…， 
; r „ e /^ e >0, 形为 

1 /(%)—/。(〜）\<€ (k=l ， 2 ,… ， 71 )} 

的集全体是的基，上面的集记为 …， U 而 

{0(0，怎1， *_ .，丈 k ， S ) I ’] ，.“ ， 乙， eO '} 

是 aCL # ， L ) 的局部基.对于中的网 {/ a }，/ a —0( a ( L # , I ))的 
充分必要条件是:对任何工 eL, / a u)—o. 弱*柘扑也即是点点收 
敛的拓扑. 

容易看到，是 a(Z/,L) 在 P 上的诱导拓扑，而且因 
为{到此以分离 P 的点，所以是 Hausdorff 拓扑. 

定理 l ( Alaoglu - Bourbaki ) 设（夂 r) 是局部凸空间， p 是 
(L,r) 上的连续拟范数，则 {/IfeLSI/OOKyU) 062：)} 是 (L% 
cr(Z^，L)) 中的紧集. 

证把 L 作为足标集，对于每个 z & L , 记瓦, = ZCpOr )), 即 
^- MIAeK , \ A \^ p ( x )} f 在通常拓扑下，是个紧空间.由 

Tuxohob 定理，乘积拓扑空间 X A 是紧空间，而 

X 

\<P ： L~^K y {<p(x)\ W (r6i)}. 

x 

按乘积拓扑的定义，可知 X 中网及元仰使％4炉0的充 

X 

分必要条件是对任何 x ^ L f < p a ( x )^( p 0 ( x ). 

在 ( P , aOAD ) 中，网{九}收敛于元 Mil 是点点收敛 ， Ui 
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扣 {/ I / d 1 % 1/(尤）|<心)）二 ( f \ fd ， 1/(^) I < p ( x )}. 

由此， j 是 X A 的子集，且 <r(L\ L) IJ X K , 的乘积拓扑 /iM 

X X 

上的诱导拓扑是相同的.由3.1.6定理1，要证明2是(1/，(/(1% 
L )) 中紧集，只要证（禹 a ( L % L )\ A ) 是紧空间，因而也就只要证明 

A 是乘积拓扑空间 X 岌 x 中的紧集.下面证明 A ^ XK x 中的闭 

S X 

集. 

设外 ex A 是在 2 中的元，则有 Z 中网{九}使九 — ，即 

v 

对于任何 x € L , f a ( x ) -^(po ( x ) , 而 Z 二 {<p I X 瓦 a：, < P ^ L f }- 对于 

X 

Z 中的元 $，夕，由于 /«0)— w 。( a ；)， fcXy 、—( pu ( y 、， 九0 : 

<PbOc + y)K f a (x v y ) = f a ( x ) 4 f a ( y ) ，冢 j 见 p 0 O 1 y ) ^< p ^{ x )-. 
< Po (30. 同样对于 xeL 及 [ K ：, 由 f a ( x )- xp 0 ( x ) f f a { Ax ) ~^< Po ( Ax ) 
及 h ( M ) =乂九0)可知 < p 0 ( Ax ) = A < Po ( x ). 从而 9 ? 0 ez /, 即 < p 0 c : A , 

故 4 是 X A 中闭集，因为 XL 是紧空间，由 3.1.4 定理 3. 」 

X % 

是 XKi 中紧集.证毕. 

X 

在中还可引进其它的拓扑. 

定义设 ( 尤， r ) 是局部凸空间， y = OL, r ) # . 对于 (L,r) 中 
有界集 A ，令 q A :Z^->K : fl ~> sup{lf(x) f \x^：A} y ti] {q A \^ lii 
( L , r ) 中有界集}所决定的拓扑称为的强拓扑 . 

同样，对于线性空间 L 及 i / 的线性子空间（仍记为 i ) ，这时 
有1的局部凸拓扑 r 使 ( L ， r )= 最弱的是 a ( L ， L ” 二 r ' 由 

3.3_4定理2, （ L ， r ) 中的有界集与 （ L ， aCL ， L ，） 中的有界集是相 
同的槪念.因而对于线性空间 L 及 V 的线性子空间以，就可定 
的强拓扑， 
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当工足线性空间， L 足厂的线性子空间时， P 的强拓扑记 
% p ( L \ L ). M 然外 F，L) 比 a(Z/% L ) 强.而对于中的网 
{/丄/«—0(片 （L、L)) 的充分必耍条件是 ：对于 （L,a(L, L”） 中 
的朽界集4 ,九在 Z 上一致收敛于 0. 

3. 3.6 端点， HpeiiH - MHjibMaH 定理，不动点定理 

定义设 X 是线性空间，4是 L 中凸集，如果^^4有下列性 
质: 4中元 y ，2 及氏 (0, 1) 使 ar o =0 +(l — 0:时，必定 y = = 

工0)，则称是^的端点， 

引理1设上是线性空间，3 足 X 中凸集，心€木则％是 A 的 
端点的充分必要条件是：对 I 中任何出零元 h % 与心一2：不 
会都在』中. 

证必要性是显然的. 

充分性用反证法，如果心 se 木氏 (0, 1) 使％ = a + (i — 
t ) z 且不妨设这时十 （1 —2 t ) z ^： A ， 记这元为夕 1 ， 

易见夕1 I 2二2怎 0 ,因为 z ^ x 0 ,m x = x 0 ~ z 9 于足 a : 关0而怎 0 + a :( = 
夕1)，〜 一 = 都住 乂中， 这与假设矛盾.证毕. 

下面是关于凸集端点的基本定理，它有很广泛的应用. 

定理 l ( Kpe ^ H - AlHJii > MaH ) 设 （ L ， r ) 是局部凸 Hausdorff 空 

间 ，乂 是 ( L ， t ) 的非空凸紧集，则 （ i )4 必有端点； （ ii ) 记4的端点全 
作为 B , 4 i co A . 

在证明这定理之前，先引进一个概念.如果』是局部凸 
Hausdorff 空间中的非空凸紧集，又5是 A 的非空凸闭子集， 如 B 
有下列性质：当 y ， z 6 A , 氏（0, 1) 使 w + (l — 时就必定夕， 
zCrB , 则祢 B 是/的面.由定义，如果 B 是 A 的面， C 是 B 的面，那 
M >] i y , zEA f ( o , i)fcti ty \ (i i ) z^C H > J z £ B 9 进而乂有 〜 
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^ C ， 所以足」的而.另外^然吋见，单点集 {〜} 是4的而就等 
价于心 & A 的端点.下而证明定理. 

证浞明分两步.先是多于一点的凸紧集时，必定冇 
真子集是它的面. 15 M 中有两个不 M 的元〜，々，由于 (/>, r ) 是局 
部凸 Hausdorff 空间，故有 /6( L ， r) s 使 Re /( a : t ) 声 Re /( a : 2 ), 记 
a — max { Re / ( z ) | ； re ^4} 并记 ^4 t — {ar | x ^： A y Re /(； r ) = a } •由于 Re / 

是连续的， ^ 是紧集，故极大值可达，从而禹非空.由 Re / 的连 
续性及实线性，為是凸闭集.而当 y ， z 6/ l , 氏(0， 1) 使得 W+(l 
— 0 26 山时，由 

Re/(y)<a, Re/(2)<a, iRe/(y) 十 （1 —i)Re/0) =a, 

l ⑴知 Re/(^) =Re/( 2 ) ，即 夕， z^A u 又因 Re/(x!)#Re/Cr 2 )， 
所以山垆儿因而冷是 Z 的真子集且為是 Z 的面. 

现 ffiA 有极小的面.记 B 二倬|6是 A 的面 }. 在 B 中用3为 
半序.对 B 的全序子集私，记 n {S 156汉}为 A ，由于氏是全序 
的，所以成是联族，因 X 是紧集，仏非空.又 艮是凸 闭集，容易 
验证艮是4的面，所以 A 是认的上界.由 zorn 引理, B 有极大 
元氏， S 。 是乂 的极小的面.由前面所证， S D 必定是单点集.馬中 
的那个元就是4的端点. 

记乂的端点全体为万，现在证明^6 =丄易见 iSCI 左如 
果 co B ^ A f 则有而 a ： o 6 co B ， 由 3. 3. 3定理2，有 fp ( L ， 
r ) # 及 e >0 使 Re / jOXRe /! O 0 ) —e ( x ^ co B ), 如前记 6 = 
maMRe / iOOk ^ l } 及作 ( RehnO ))， 这是 4 的面且与不 
交，因而它有端点.这个端点不在中，与五是4的端点全体 
矛盾.可见二次证毕 

例 1 昃 (1) 的端点全体是 {A|AeK ， M|=l}, 

00 

例2 Z 1 二{(怎⑴ ，； r (2) ， r (3> ， …） | ar < n > 6 K , ^ I 怎⑷ l < + °°}， 
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对 r 中元 a ： 二（尤⑴， ； r ⑺ ，…）， idlUil ^ y 1 U (n) u 义 i 己溢= { a :| x 6 

n = l 

IWI <1}， 则 d 的端点全体是 {r | ar ^4， ar = ( ar (1) , x < 2 > , …) ，有〜 
使 I ,。） 丨 =1}. 

例 3 c 0 = {( x il) f a : (2> ,•••) \ x in ) eK f ar < n ) ^0}, 记 i 4={ a:|;re 
c 0 , x=^(x ( 1 \x (2) f •••), sup | a ; < n ) |< l }. 则 A 没有端点. 

n 

定理 2 设 ( L , r ) 是局部凸 Hausdorff 空间， Z 是 CL , r ) 中非 
空凸紧集，又是闭集且二為则4的端点都在 万中. 

证 用反证法，设心是2的端点但心6反因为 B 是闭集，所 
以有0的凸邻域 F 使: r Q + F 与五不交，取0的凸邻域 TF 使灰一 PF 
[ 厂，于是“ +怀 ） 门 （5 十灰 ） =0,因而： r 0 e ( bTW ). 

由于 B 是紧集 ， {y + W beB } 是覆盖 B 的开集族，故有有限个 

n 

B 中元义，…，使召 c|J Cy k ^W ) 9 ]&Af](nTW) 为鳥 (k = 

ft = 1 

n 

1,2，〜,幻牵是凸紧集，又因〜？巧^),故；《：。64且0 A ^ B 

由于二 A , 故 "^04 1 LM 2 Lh .. LM „)= ▲由 3.3.2 的引 
理 4, i (為 U *** U ^«) = CO (A U ... U 4), 又由 3. 3. 2 的引理 2, 

71 

可知有〜64(左=1，2, •••/!) 及 a fc 6[0，1], = 使得 

lO 


k =i 

由于; r 。6/1*， 故 x ^ x k (k = l ，2, … n )， 所以 a A (左 = 1,2, …， n ) 至少 
有一个在 (0,1) 中，不妨设 a ^ CO , 1), 于是 


ZotChh 十 



( l—Ahrti 于 


^ y \( tk ^ k ^= A , 这 
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U 〜是 Z 的端点矛盾.证毕. 

系设 CL , r ) 是局部凸 Hausdorff 空间， /I 是 ( L , r ) 的非空凸 
紧集，： r 。 是4的端点，则对于4的闭子集当 : CoSB 时，必定 
co B ^ A . 

下面再证明几个常用的不动点定理. 

定理3 ( Leray - Schauder ) 设是局部凸 Hausdorff 空 
间， A 是 ( Z ， r ) 的凸紧集， w 是 A ^ A 的连续映射，則炉有不动点， 
当1是有限维空间时，定理3就是 Brouwei •定理.在第五章 
中将在 Banach 空间情况下给出这一定理的证明.为了在一般局 
部凸 Hausdorff 空间的情况进行证明，要用到下列的特殊 情况： 

oo 

记 P 为 {x = x ^> y x (2 > f x ^> 9 ^) 2 r(Ar ) 2 < + °°} 并记 

h=i 

迟={(怎⑴，尤⑺，…）1^>| 左=1，2,3,…}， 

这时，丑是 P 中凸紧集 . 中元 z =0 r (1 W 2 V ") 的范数用 



规定.对的连续映射炉必有不动点.同样，对于 E 的非 
空凸闭子集 A 到自身中的连续映射，也必定有不动点. 

引理 2设 （ L ， r ) 是局部凸 Hausdorff 空间 ， ^ 是 ( L ， r ) 中凸紧 

集，且4至少有两个不同的点，又是的连续映射，则必有 Z 
的非空凸闭子集 B 使 S 4且 

证由于严比 t 弱，而，是 Z 的 Hausdorff 拓扑，因此， 
和 r 在 d 上的诱导拓扑是同一拓扑.因而不妨设 r = r ff . 

设，, ，梦 2 是/^的子集，如果对任何 / e ^^， 当 a ;， 3^4使得 
Q ( X) 二 g (JJ) 对毎个成立时就必定 / Ob )) 二 / O ( y ))， 就 




194 


笫三章 柘扑线性空间 


称％ 由所决定或决定， U 容易看到，当决定％时， 

• __ • 

如果中每个元乘上个 非零数，所得的集仍 决定茨中元都 
乘一非零数时，也仍被决定. 

现设 /60 L , r )' 由干沪在 J 上连续， J 是紧集，所 以炉在/上 
是一致连续的,/。9^也是在2上一致连续的.因而对 e >0, 有0的邻 
域也即有有限个 a ， r ) # 中元 L ，…， 八及 6>0,当$使得 
l /* Or )—/* O ) | <3(*= 1，2,… a ) 且 a :， yej 时， | (/。少） Or ) — (/。炉） 

(201<^，也即1/(少(幻）一/(史（20 I < e . 对于 e = l , …都有 

有限个 ( l ， r ” 中元，因而总共至多是一列元 {/„}, 这一列元{/„}显 
然有下列性质：当 ^, V ^ A 使 / n ( a :) 二/„(夕)时 (》 二1,2,…）， / OO )) 
=/( p ( y )), 即/可以由一列元所决定.同样， {/ n } 中每一个可由一 
列 ( L , r ” 中元决定，因而又由一列 a , r ” 中元 {〜} 使 {/„} 由{%} 
所决定，依次又有一列元 { W , 使由爪}所决定，等等.记 

^-{/}U{/«}U{^}U{WU- 

则，仍是可列集，且，由茨本身所决定，因此，任何 / ea , r )* 
都有 a , r ) # 的可列集％，使得且，由穸决定. 

由假设，4至少有两个不同的点 A ， W ， 从而有 / ft e ( L , ir ) # 使 
/ o (^ o ) #/ o (^ o ). 于是有 a , r ) # 中一个可列集％，使/ 0 6穸且穸由 
%决定.记^^{/:丄丄，…}. 

由于 / n 在 A 上有界，故可在每个九上乘一非零数，不妨设即 

为 L 本身使得 I 九00 I = 1,2, 3, …， 甿4). 

令 T ' A — E : 0)，/ 2 0),/ 3 0)，…） 

映射丑有下列 性质： （ i ) T ( Z ) 是凸集； （ ii ) 当 a ：, yeA 使 
Rr = ”时，7(史00)二 TO ( y ));( iii ) T 是连续的，现证明 T 的这 
些性质，对于 T 04) 中元及 6(0,1), 由 tx { (1~ 
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且 T{tx V — 二 tTx \ i \— tyr y ， 即知 ro 4) 是凸集. 

又因为 {/«} 由自身决定，因而当 A y ^ Ai ^ Tx^Ty Bt , 即八 O ) 
= / n (^) ( n = 1,2 ，…） ，从而 /„( goO )) …），故 7 1 


QO 


(史 0)) = TO ( y )) .最后，对于及 e >0, 有 iV 使2 Jz <€ 


'N+l 


记 & 二 y !~， 当於乂且於 0 ( 如; A , …, A : 幻时, 


CO 

|^-^ 0 1 2 =2|/,(^)-/*(^)| 2 <^.5 2 + 4^55. 

A： - 1 

由此即知 T 是 A -> E 的连续映射，从而是及中凸紧集. 

作映射 ATM )— 吖⑷如下：对于於 T 7 04). z -^ arOre 』)， 令 
w ( z )= T (< p ( x )), 由上面的 ( ii )， 识的定义是确定的.同样对于 々 eroo 

oo 

及 f >0, 先取」 v 使乏； ^ Ce f 并记3=77，当; seru > 且 |z 

k = JT 十 1 & 

—Soli <占时，取」中元; r 。， 工使^^二為〜二〜贝!！ 
W { z )- W { z,)V 

OO 

= lT(<p(a:)) ~T((p(x 0 )) I 2 — 2 ~~fk(<P(^o)) I 2 

K 

= 2 H (炉(工 )） —八(史 (怎。 )） i * + 2 i /*( < p ( x )) — / *(?>( x 0 )1 2 

ft =1 k ^ N ^ l 

< N — 之0 || 2 + 4 f = 5 f , 

所以 V 是 TOO — 的连续映射.由于 TU ) 是亙的凸紧子集， 
故沪有不动点泛记5二(幻 = Tx ^ z } t 因为芝是妒 

的不动点，故由沪的定义即知 < P ( B )( ZB 9 B 是凸集，且由 T 的连续 
性， S 是闭集.又因 {/„} 中有一个是 / e 的非零倍数，故 T 的值域至 
少有两个不同的点，故石今次 B 符合要求.证毕. 

定理3的证明设/!是局部凸 Hausdorff 空间 （1, r ) 的非空 


4v 
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凸紧集 , T 是 4-^4 的连续映射，如果 S 是/ I 的非空凸闭子集且扒 S ) 

dB f 就称 J 5 是^的不变子集，在^的不变子集全体中以 Z ) 为半序， 

• • • # 

类似于 Kpe & H - MHJibMaH 定理的证明，可知这时 Zorn 引理可以 
应用，从而有极小的 P 的不变子集.但由引理2，极小的不变子集 
必定是单点集.这个点就是 P 的不动点.故史必定有不动点.证毕. 
定理3是对于局部凸 Hausdorff 空间的非空凸紧集到自身的 

连续映 d 都成立的，对于映射炉没有线性的要求. 

定理 4( MapK 0 B - Kakutani ) 设 （ L ， r ) 是局部凸 Hausdorff 

空间，乂是 (A r ) 的非空凸紧集，又7二 B { L ^ L ) y 且对于 T ， SH 
成立 TS = ST 、 如果(对任何 Te ^) T ( A )( ZA , 则必有 x ^ A 9 (对任 

证 首先说明定理的意思.这个定理是说，如果 f 是局部凸 
Hausdorff 空间 ( L ， r ) 到自身的一族两两可交换的线性连续算子, 
又 ( L , r ) 的非空凸紧集 J 是关于每个 Tey 的不变集.则4中必有 
元怎是所有？的不动点. 

对于 T 67, 由于 TXACM ， 故 T 限制在4上是 A ^ A 的连续 
映射，因而由定理3, T 7 在 Z 中有不动点.记4二 { a ：|； re ^4, T;r — 
x }. 易见々是2的非空凸闭子集.又对于狀力当泛岛时，由 

Sx ^ A t , 因此4是 S 的不变集， 
同样由于^是凸 紧集， 故有妗烏使办-心因此，於烏 n 儿，.川 
归纳法易证，对于 y 中有限个 a ， 孓2 ,…， n n … n 

是非空的，于是有有限交性质，由于 2 是紧的 ， n A 

T€^ 

非空，从而有於 n Tx ^~ x 这个$就是 y 中元的 

t e ， 

公共不动点.证毕. 
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§ 3.4 几种局部凸空间 

前节中讨论了局部凸空间，这就是拓扑是由一族拟范数决定 
的拓扑线性空间.拟范数也就是均衡凸开集的 Minkowski 泛函. 
本节要讨论几种有某些特性的局部凸空间及构造局部凸拓扑的常 
用方法. 

3.4.1 囿空间 

定义 设 a ， r ) 是局部凸空间，如果在 ( L , r ) 的冇界集上取值 
总有界的拟范数都在 ( I ， r ) 上连续，则称 ( L ， r ) 是 有界型的， 或称 
( L ， r ) 是囿空间 （bornological space ). 

定理 1设 ( L ， r ) 是局部凸空间，则下列各点 等价： 

( i ) (A r ) 是囿空间. 

( ii ) 吸收每个有界集的均衡凸集都以 G 为内点. 

( iii ) 对任何局部凸空间把 ( Lr ) 的有界集映射成 
(^, ^)中有界集的线性算子 T 都是连续的. 

证 （ i )^( ii ) 设 ( L ， r ) 是囿空间，又灰是 ( L , r ) 中吸收每个 
备界集的均衡凸集.记 PF 的 Minkowski 泛函为 h 对 （ L ， r ) 的有 

界集木有 £ >0使故 〆 d )< l 0 re /4), 因而丄 

0 r ^4), 即 p 在有界集上是有界的，由 （ L ， r ) 是囿空间， p 是连续 
的，由 3.3.3 定理 5,0(0; % 1)6，乂由 3. 3.2 定理 1 ,0(0; %!) 

CHV 故0足灰的内点. 

设(心， A ) 是 W 部凸空间， TeLCL ^ LJRT ^ 
( L , r ) 的冇界集映射 hZiL ^ r ^^ H 界集.干是对％， r i ) 的均衡凸 
力0的邻域 O 及 CL ， r ) 的有界集/ I ，有 e >0 iM eT ( A ) dO f 从而 
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eACZT ^( 0 )^ 所以 7 7 - 1 (⑺吸收（厂， r ) 的有界集， '(0) 显然是 
均衡凸集，因而 7^(0) 以 0 为内点，故 T 在 0 点连续，由 3. 2. 3 引 
理1 是连续的. 

( iii )^( i ) 用反证法.设有1上拟范数 i >, i > 在有界集上有 
界但不连续.设尸是决定拓扑 r 的 I 的拟范数族，记/ ^ = 

由 A 决定的拓扑记为 r , ，由 3. 3. 3 定理 7 ，在 ( L , r ) 与 （ L , r t ) 中 
有同样多的有界集，但 hlDT 而 T # r , 从而 T :( L , O — ajO : 
zh — 2不连续而且把有界集变成有界集，与假设矛盾.证毕. 

由 3. 2. 4引理2的系，线性连续算子把有界集映射成有界集， 
而定理1说明，囿空间是这样的局部凸 空间： 从它到任一局部凸空 
间的线性算子，“有界性”（即把有界集映射成有界集的性质)与连 
续性是等价的. 

定理2满足第一可歹 Ji 公理_的局部凸空间是囿空间. 

证 设 ( LIT ) 是满足藥一可列公理的局部凸空间，这时可取 
一列0的均衡凸邻域{^}是 r 的局部基，并且可使这列邻域 0 , z > 

T - 、丨 .■上 油 ， 

0 2 130 3 3— . 记 O n Minkowski 泛函为 {/>„} 是决定 r 的拟范数族 
且 hOX 九 如 p 是在有界集上有界的拟 
范数，要证？是连续的.用反证法，由 3. 3. 3 定理 5 ,对任何自然数 
有 a : n eL 使 〆 ; r „)>7^ a O „), 适当乘正数后，可以设 hOJCl 
而？ (〜)>« ，这样得到的一列元{^}所成的集是有界集（因对任何 
A :, supy k ( ar n ) < — oo ) ,但 p 在这集上无界，这与假设矛盾.证毕. 

系 设 a , r )~ 是局部凸空间且，关 r , 则不满足第一 
可列公理. 

证 由于 r : a , 是把有界集变成有界 
集的线性算子但不连续，由定理1， a ， ，)不是囿空间，故 a ， ，) 
不满足第一可列公理.证毕. 

设 a ， r ) 是局部凸空间，记々二是 L 上拟范 数,？ 在 a , r ) 
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的有界集上有界}.由这样的 P 所决定的抓扑（它与 r 有关)记为 
易见 f 比 r 强，但 （ L , 7) 的有界集与(^, W 的有界集是同样 
多的. 

定理3设 （ L , r ) 是局部凸空间，则 

(i) r w =t^ (T )； 

( ii ) ( L , r ) 是囿空间的充分矽要条件是 r = r . 

证 （!） 由 f 的作法，可知^仅与 r 的有界集全体有关，由于 

r ' r , f 的有界集都同样多， 即知二 （7). 

( ii ) 如果 ( l , r ) 是囿空间，则决定拓扑 f 的拟范数族 P 中的 
每个 y 都是 ( Mr ) 连续的，所以 f 比 r 弱，从而 f = r . 反之如果 
f = r , 由于上述 P 中的 p 当然是 ( L , ?) 上连续的，从而在 （ L , r ) 上 
连续.所以 a , r ) 是囿空间.证毕. 

系 设是局部凸空间，则 a , f ) 是囿空间. 

易见 f 是使得 (M d 的有界集不减少的条件下的最强局部凸 
拓扑. 

对于线性空间任取 C 的线性子空间作 Z 的拓扑 < r ( L f 

F ) ,再作就得到使 i 成为囿空间的拓扑.而每个使 Z 成 
为囿空间的局部凸拓扑 r 都可这样得到 (取 F 为 （ L , rr 即可).但 

厂的两 个不同的线性子空间 A 与心，可能会使 ^7^) 二 

3.4.2 橘式空间 

定义局部凸空间 ( L , r ) 中的均衡凸闭吸收集称为 (1, r ) 中 
的檷 ( barrel ). 在局部凸空间 ( L , r ) 中，如果每个楠都以0为内点， 
则称 （ l , r ) 是桶式空间 （barreled space ). 

完备的可度暈化的局部凸空间称为 Frecliet 空间.完备的 

S -- ‘ -^ 

空间霖另 Banach 空间. 
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定义 \ H<P 足拓扑空阆 U ， r ) 上的实值函数，如果对任何心 
R,{^i 是闭集，则称 W 在( X , r ) 上是下半连续函数.类 

似地，如果对任何 《 eR , {; r | pO )> cr } 是闭集，则称 W 是 （ X ， r ) f : 
的上半连续函数. 

易见对于 （ X ， r ) 上的实值函数史，史在 （ X , r ) 上连续的充分 
必要条件是 •_ W 是上半连续且是下半连续的 

引理〗设 （k 4是局部凸空间， ？是1 上的拟范数，那 
末 

( i ) 是桶的充分必要条件是？下半连续； 

( ii ) ( I /, r ) 中桶 A 的 Minkowski 泛函 p 是下半连绩的，而且 

证 （ D 对于 a , r ) 的拟范数 l 是均衡凸吸收 

集.因而当 p 下半连续时， klKiKi } 是楠，反过来，如 
<1} 是桶，即这是闭集时，对任何 «>0, { x \ p (2：)^ a }= a { x \ p ( x ) 

< 1 } 是闭集，而 { dp (^)< o }= 厂| 故也是闭集.当 

a> 0 

a < o 时，{刎是0，所以是下半连续的. 

( ii ) 如果 Z 是 (L,t) 的楠， i> 是的 Minkowski 泛函，由于 

Ad { a:\v 而对于使 〆 = 1 的元 L 

2,…）由乂是闭集，~，所以夕因而4 = {工1多(工 XI ) •由 
( i ) P 是下半连续的.证毕. 

定理1设 ( L , r ) 是局部凸空间，则 （ L , r ) 是桶式空间的充分 
必要条件是 ： （k r ) 的下半连续拟范数都是连续的. 

证 由引理1及 3. 3. 3定理 5 即得.证毕. 

定理2 Frechet 空间是桶式空间. . 

证设（/」， r ) 是 Frechet 空间，4是（厂， r ) 的桶 . 丁 • 4是吸 
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收集 ， (J 每个足闭集，由 3. 2. 6定理4，故有 n 0 使 

n 0 A 有内点（设为; r 。)， 于是有0的祁域 o 使得 * r 。 ： OC ： n 0 A ， 从 
而 OC «。 A - x % ( Z 2 n 0 A f ^- OdA , ，故4以0为内点， （ L , r ) 是桶式 

^71q 

空间.证毕. 

定义设（匕， r !), ( L u r 2 ) 是局部凸空间.皮 L 2 )( 即 
^ 是一族的线性 连续鋅子）， 如果对0的任何 r 2 邻域 O , 有 
0的1^邻域7使700-：{7 7 到7 7 ^^，斤7}<=：<9，则称穸是等度 

连续的. 

定理 3设 （ krO 是桶式空间 ，（ l 2 , r 2 ) 是局部凸空间，又7 
ciBd — l 2 ), 如果对任何是 ( L 2 山） 中有界集， 
则7是等度连续的. 

证对于0的均衡凸的 r 2 邻域记= 由于 A +0, 
CO , 故0 1 〔0，0 1 是(1 /2 ,7 2 )的均衡凸闭集.对于^^77^(0 1 )是(1 1 ， 
A ) 中的均衡凸闭集，记 f | T ~\ O x ) y PF 是 ( Z ^ r ,) 中的均衡 

凸闭集.对任何 xeL lf 由于 {h i Tew 是 ( l 2 , r 2 ) 中有界集，故存 
00使 I Te ^} CO u 从而 exew , 所以硏是 ( Im ， D 中吸收 
集，即硏是桶.从而有 （ Im , r ,) 的0的邻域 VdW 9 于是 ^( V ) CZG , 
CO , 即 y 是等度连续的.证毕. . 

系 （一致有界定理）设 ( krO 是桶式空间 ,( L 2 ， r 2 ) 是局部凸 
空间，歹 L 2 ), 如果对任何 x eL u {^|767}是(心,^ 2 )中 
有界集，则对 ( li ， A ) 中有界集 A ，7(⑷是有界集， 

证 设/是 (1,^) 中有界集.对于0的。邻域有0的^ 
邻域 p 使从而有£> 0 使 ^4 CK , 于是 e 汊 （ A ) czy ( v ) 
CZA 故 7(/1) 足 0 L 2 , r 2 ) 中的仃界集.证毕. 
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定理 4 祕， r ) 足局部凸空 W ， 代！ （ L , r )、 则，造等度迮 
续的充分必要条 件是： 对任何 KAsup { |/0)| |/6/?7<-卜0^11 
sup { I / O 川 /6 F } 是 ( L , r ) 上的连续拟范数. 

证必要性 设 P 是等度连续的一族线性连续泛函，则有0的 

邻域 F 使八 F ) CIi ^ D . 对任何於1，有 e >0 使得 a € F ， 因而 

l /(^) l <^(/ eF ), 故 8111 ){|/ 0 ：)||/明<^< + 03.易见 sup 

{|/0川/6，}是[上拟范数，记它为$，则^=0(0 ; 夕 ; 1)，由3.3.3 
定理5即知 P 是 ( L ， r ) 上的连续拟范数. 

充分性 如果 supfl / OOll / e /^} 是连续的（拟范数），记它为 
多，则 0(0; 罗； l ) er . 记 0(0; w 1) 为汛，则尸 （ PF ) Cii ：( l ), 因而对 
任何£>0，尸( £ 17)〔幻>),即，是等度连续的.证毕. 

系 设是局部凸空间，对于 ( L , t )# 的等度连续的 F , 记 
PrM 二 sup { 丨 f ⑻ | | / GF 1 } 则由{/ V 1 PC (A r ) ' 厂等度连续}决定 
的 I 的拓扑等于 r , 

证 因为当 FCI ( I ， r )* 且 F 等度连续时 ，以 是连续的，故 I 
厂(=(1^)%罗等度连续}决定的拓扑比7弱. 另一方面 ，对于( I ， 
r ) 上的连续拟范数少，记7={/|/6//，1/(^|<》00(於1)}则 
Fd ( L f r )、 且由 Hahn - Banach 定理，可知 h 由定理4,尸是 

等度连续的，可见 a ， r ) 的每个连续拟范数在{^}中，从而这族拟 
范数即 ( L , r ) 的连续拟范数全体，故它决定的拓扑就是 r . 证毕. 


3.4. 3 Mackey 空间 

定义设 ( Mr ) 是局部凸空间，如果对于比 r 强而不等于 t 
的厶的局部凸拓扑必定尹 ( L , r )^, 就称 ( L , r ) 是 

Mackey 空间， 
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由定义， CL，r) 造 Mackey 空 N 是指： r 是上的局部凸拓扑， 
而且在 h 是 L 的局部凸拓扑 ， （L，n)^(L, r)， 中，也即与 r 
打相同的# (线性 连续泛函全体）的局部凸拓扑中， r 是“极强”的. 

引理1囿空间是 Mackey 空间. 

证设 ( L ， r ) 是 B 空间，如果^边比 r 强的局部凸拓扑且有 
( L ， q )# 二 （ L ， r )% 从而 一 r 、故 ( L ， rj 与 ( L ， r ) 有同样多的有 
界集，所以 T :(4 r )^( L , ^把有界集映射成有界集，因为 

( L , r ) 是囵空间，由 3.4.1 定迚 1, T 是连续的.所以当 Pen 时， 
T ^ l ( V ) ^ V jk r 开集，从而 r ! = r . 因此比 r 强而与 ( Z /， r ) 
相同#的局部凸拓扑必定是 r , 即 （ L , r ) 是 Mackey 空间. 
hE 毕. 

定义设 a，r) 是局部凸空间，如果 ^是1 的局部凸拓扑且 

则称 h 是 r 的相容拓扑. 

易见相容拓扑的概念是对称的 .r 的最弱相容拓扑是 r 
的相容拓扑也即^的相容拓扑. 

对于局部凸空间 a , r ), 记 a , r )' 下面再引进一些记 
号及的一些拓扑. （ L , ir ) 的非空有界集全体记为 Sa , r ). 对 
于 ( L ， r ) ,记 ^ (/) = sup { | /O ) 丨 | (/ eL # ). 易见 h 是 

上的拟范数.当 A 是一族 (L,r) 的非空有界集时，由 

{ q A \ AeA } 

决定的的拓扑称为的 A —致收敛拓扑. 

当取 A 是 L 的单元集全体时， P 的 A —致收敛拓扑就是 
的弱 * 拓扑当取 AzSO ^ r ) 时， P 的 A —致收敛拓 
扑就是 P 的强拓扑川 L 、 L ) (见 3. 3. 5). 

由 3. 3. 3定理9 ， 对于中的网{九}，在 A —致收敛拓扑下 
的/« ->0等价于对任何 AeA , g A ( J a ) ->0, LtL 即 

sup {|/,(^)| \ x ^ A }-^ 0 9 
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所以这就是在任何 AeA 上， f a 足一致收敛于0的. 

与 L # 的弱*拓扑类似， L 的 A —致收敛拓扑与 Z 的拓扑 r 的 
关系并不太密切， r 只是对 P 这个集的大小有影响，因而对于线 
性空间1 及！/ 的线性子空间（仍记为厂0,就可以定义 P 的 A — 
致收敛拓扑. 

类似地，如 i 是线性空间， F 是一族 i 上线性泛函，当 P 在 L 
上点点 有界，即 3叩{|/001|/^??}<十00(对任何 ;1 ；6幻， 也就是 
当 F 是 （Z/，a(i/，J：)) 中非空有界集时，记 

M^) = sup{|/U)| \f^F} CxeL) 

Vr 是 1 上拟范数.而当 F 是一族 ( Z /, a ( Z /， L )) 的（非空）有界集 
时，由 I F 6 F } 决定的 Z 的拓扑称为 Z 的 F —致收敛拓扑. 

引理 2设 ( L , r ) 是局部凸空间是 
D ) 的均衡凸闭集，又 /々( I , r ) # 使 |/ 0 Or )|< sup {|/( x )||/6 F } 
CrGL ), 则 / 0 e 尸。 

证用反证法.如果于是有化 6( L # ,a(L # ,L))\ 
e>0 使 Re^o(f) <Re^ 0 (/o) ~e if & F ). 

由 a(L'L) 是由线性泛函族导出的拓扑，故有 x 0 6L 使得 
-/Uo) (/eL # ). 从而 

Re |/( a? 0 )| <Re/ 0 (a：o)-« ( ㈣ . 

由 P 是均衡集,即得I / O。）I <Re/ 0 (a； o)-e (/6F ). 所以 
sup{|/(a ： o) 1 1 f^F} <Re/ 0 (x 0 ) —e<l/ 0 O。）| 一 
与假设矛盾，故 AeF . 证毕. 

定理1 ( Mackey - Arens ) 设 (1, r) 是局部凸空间，记 F〗 是 

L%a(L # ,L)) 中均衡凸紧集全体，并记 ZWF, —致收敛拓扑为 

h 是的局部凸拓扑.则 r 2 是 r 的相容拓扑的充分必要条件 
是 r , p Cr 2 CIr 】. 

证必要性设的相容拓扑,显然俨 C r 2 . 如多是 (1, 
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r 2 ) 的连续拟范数 ， \^F {/| 严//， \ f ^)\^ p (. r )( r ： zL)} f [I]Hahn 

-Banach 定理 （3. 3. 2定理3的系）， KO = sup{ |/(工）| |/eF}(xe 
然 尸是均 衡凸集，且尸 C (L,r 2 ) tt - (L, t )M 二 L # ). 由 Abo- 
glu~Bourbaki 定理 （3. 3. 5 定理 1) ， F 足 （L，r 2 ) (7 (XL ， r 2 ) # , L ) 

中紧集，即尸是中紧集，所以 Fep 】， 由；故 
( L f r 2 ) 的连续拟范数都在决定拓扑 r, 的拟范数族中，因而 

充分性 如果， ChCm ，则（I， r Hr ) # C：(L,r 2 ) # C=(L,r 1 ) # ? 

U 要证明如果 / oec^rj 、则有 F〖 中 

有限个心，尽，…，心及数 C 使得 

|/ 0 ( x )|^ Cmax ( y / , 1 ( x ), -- f p Fn ( x )) ( xGL ). 

记尸二 C (心+ R :…！心)，由 于两 紧集相加仍是紧集， fc[ 而 
拓 [l，ii 显然 l/Q( X )l<：PF(*OOd). 山引理2 Jo^F 因而 
即 （L, Ti ) #CL' 因此 （L, 证毕. 

定义 设 (z ， r) 是局部凸空间，记 a % a a # ， L)) 中均衡凸紧 
集全体为 h ， 则称 -- 致收敛拓扑为 r 的 Mackey 拓扑 .r 
的 Mackey 拓扑记为 r (L， 1 # ). 

由 Mackey-Arens 定理， r(L,Zy*) 是最强的 r 的相容拓扑. 

系 设 (L,t) 是局部凸空间，则 (L,r) 是 Mackey 空间的充分 
必要条件是 r = r(L,L # ). 

显然， t 的 Mackey 拓扑仅与 (L, r)* 有关 • 

如果 I 是线性空间，对于令 $(/) = /( x )(/€")，这时尤 
ewv, 映射； rh 念称 为嵌入 映射， 嵌入映射记为易见沒是 
l —(z/V 的线性算子.通常在使用时，往往把》只看成在"的一 
部分上定义的 函数. 例如对局部凸空间 ( l ， t )， 把 f 看作在 
的线性泛函.但仍把戈记为 如. 的弱 * 拓扑就是由导出 
的拓扑，中网 {/ J 的弱*柘扑下的收敛就是在^上的点点收敛， 
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引理3设 ( L，r) 足局部凸空间，在 aVr(ZA L))* 中有弱* 
拓扑，则嵌入映射0是 (I,，) —(L*, cr(L'L)” 的连续开映射 
(即0把开集映射成开集)，又当 CL，r) 是 Hausdorff 空间时，0是 
同胚映射. 

证由于 a(L、L) 是由 0CL) 导出的拓扑，故 (L # ,cra # ,L)” 
= 0(1), 所以0是满射.对于 i 中的网 {〜}, 〜->0(r， 等价于对 
任何 feL * 成立 f ( x a ) —0, 这时 (6 xJ (/) —0, 故如 a ->0 ( 在 (L\o* 

CL \ 幻） # 的弱 * 拓扑下)，所以0是连续的. 

对于 /i ， … ， fn^L # ,e>0, 记 0= {均 xEL, | /*(x) |<«(*： = 1, 
2, …， 幻}, 又记 硏={炉|史60(1), k (/*)|< e(A = l ,2 ，…, 《)} ，由 
于对 xGLJSL feL ' 成立(知 ）（/) 所以 6(0) 因为 0 

把 a,，） 的局部基中集映射成开集，故 e 是个开映射. 

当 a,r) 是 Hausdorff 空间时,对于I中不同的元 A y , 有/€ 
P 使 /0 O 尹/⑻，从而知#办，故0是单射，由0是开映射，故^ 
是连续的，所以0是同胚映射.证毕. 

定理2设仏, r) 是局部凸空间，记 CL ， 的均衡凸紧集全体 
SAi ，则以的—致收敛拓扑就是 or a' Z) 的 Mackey 拓扑. 

证 ora'l) 的 Mackey 拓扑是⑹ a) ， o •⑹(1),【 # ))的均 
衡凸紧集全体所相应的[ # 上的拟范数族决定的拓扑.当时， 
004) 是 WCL)，craa),i*)) 的均衡凸紧集.另一方面，如果 P 是 
(0(L), a(0(L),L # )) 的均衡凸紧集，记 B = 显然 B 是均 

衡凸集且吖抝= A 如果 a, ，)的开集族 {OJ 覆盖作集族 
VI F 是([，，)中开集,有足标 a。 使0 M(0(F))[a。}. 这样的 F 

的和集等于 [Jo a ,{r } 覆盖民 {0( F )} 是覆盖 F 的开集族，由 F 

a 

的紧性，有 有限个 0(h), …，畝匕) 覆盖心 从而0 MOM), …， 
扣覆盖艮可见 { R} 中可取出有限个覆盖艮因此 S 是紧 


3-4 几种局部凸空间 


207 


集.由此叩知 {0(/1) 是 (0( L ), a (0( L ), L # ) 的均衡凸紧集 

佥体.显然由 J ( eAD 及 0(4) 作出的 P 的拟范数是相等的，故 a 
( L ' L ) 的 Mackey 拓扑等于1 # 的厶 1 —致收敛拓扑.证毕. 

当 ( L ， r ) 是局部凸空间时，前面对引进了弱 * 拓扑 a ( L # , 
L ), 强拓扑芦 ( L # , l ) 以及一般的 A — 致收敛拓扑 (A 是 B ( L , r ) 的子 
类 ） .a ( L ' L ) 的 Mackey 拓扑是 A —致收敛拓扑的 一种 . 对于 
在 r 的基础上，引进了 W ( = ( T ( X , i ^)), r 的 Mackey 拓扑（等于 
，的 Mackey 拓扑）以及一般的 F — 致收敛拓扑 (F 是 a 
( L ' L )) 的子类)，这些 Z 的拓扑其实只与 ( Z ^ r )# 有关. i 的 5 CL *， 
a ( Z % L ))— 致收敛拓扑记作为对于 ( L # , cr ( ZAZ /)) 中 
的有界集 记 hO) 二 sup{|/0)| |/eF}, j0(Z/,L # ) ，就是由 {y, 
I P 是 ( P , a ( P ， L )) 中有界集}所决定的拓扑. 

定理3设(乙 r ) 是局部凸空间，则下列各点 等价： 

( i ) ( L〆 ） 是桶式空间. 

(ii) ( L\a ( L \ L) ) 中的有界集是在 a, r) 上等度连 续的 . 

( iii ) t 二队 L ， L ，. 

证⑴^ (ii) (L% a { L \ L)) 中有界集 f 是在 Z 上点点有 
界的，由 3. 4. 2定理3即知 P 在 a , r) 上等度连续. 

(ii) ^(iii) 由于 a, r) 上等度连续的 F(C=L # ) 是 (L% a(L # , 
L )) 中有界集，由 3. 4. 2定理4即知 r 二 ACL ， ^). 

(iii) =>( i ) 设溢是 a ， r) 中的桶， \f(x)\ 
<1(«|}， F 在 A 上有界.由2是吸收集，故尸在1上点点有界. 
由 （ iii ) ， 心在 CL, r) 上连续.由于 Z 是均衡凸闭集,如果办 G 4, 则 
有 /#( L , r )#& e >0, 使得 

Re/ 0 O)<Re/ 0 0r 0 ) —e (xeA ) , 

从而1九0)1 I — e Or ^4) .适当取正数為 并记 

可使 1‘( 工） |<1< 々 0 (3： 0 ) (^). 这样 , 〜（ x 0 )> l , 因而 
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<5(0； pf ； l ) CI / l . 由 0(0; Vp \ l )€ r，Z 以0为内点，所以 ( L ， r ) 是械 
式空间.证毕. 

要注意的是，当 ( L , r ) 是局部凸空间时， （ L ， irCL , L # )) 是 
Mackey 空间，但 ( L , 月 ( L , L ， 并不一定是桶式空间. 

系设 d ， r ) 是局部凸空间，如果 rCL ， L ，=0 a ， L # ), 则 
0 L , 別是桶式空间. 

证记〜二夕⑺，！^，），由子，由定理3中 
条件 （ iii ) 即知 ( L , r ,) 是桶式空间. 

定义设 ( L , t ) 是局部凸空间，如果 (LS ”=( L ' 

P ( L # ， L )) # ，则称 CL , r ) 是半自反的. 

由定义， （L, r) 半自反是指嵌入映射$ h 2是到 CL '3( L \ 
乙)） # 上的.由于 PCL'IO 比 r(L%L) 强， 所以只有 fi ( L ' L ) 二 
时才使(1， r) 半自反，又显然这也充分了.因而 (L，r) 半 
0反等价于的强拓扑等于弱*拓扑的 Mackey 拓扑. 

定理4设 ( L , r ) 是局部凸空间，则 ( L , r ) 半自反的充分必要 
条 件是： （ L ,/) 中的有界闭集是紧集. 

证充分性记 a ， r 。 的均衡凸紧集全体为 A ,， 均衡凸有界 
闭集全体为 A , 由于 ( L , r ， 中有界集的均衡凸闭包是有界集，所以 
P 的 （ S ( L , r )— 致收敛拓扑等于 A — 致收敛拓扑，由假设 ACA ,， 
故 f ( L # ， L ) 比 r ( L ' L ) 弱，所以々 ( L \ L ) = r ( L \ L ) 。 

必要性如4是 (1,/) 中有界集，记 L (/) - sup {|/( x )| |xG 
是心)连续，由假设 b 是 r ( L ' L ) 连续的，所以有 
( L , r w ) 的均衡凸紧集為，…，人及数 C 使得 L (/) <Cmax ( g ^ (/) , 
•••，？、（/) (/6 L 井），记 B = C { A ^—^ A n ) 9 5仍是均衡凸紧集，且 

把在 L — (L' a (L # , L)) #的嵌入映射下 Z； 的象的原象记为私, 
#的象足紧集 J1 是 w 集（因为 i )) # 在弱* 拓扑下是个 
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Hausdorff 空间)，而艮由嵌人映 M 为开映射是紧集且是闭集.显 
然尽〕及而 q A ( f )< q Sl ( f ) (/ ey ). 类似于定理3中部 
分，如怎 0 吞万 1 ，有 / oeL # & e >0, 使 Re / 0 (^)< Re / o ( ar 0 ) — eix ^ BO , 
因而 

l / oO)l < 1/。0。）1 — <£ 0卽1)， 

所以〜即 AZA . 于是 ( L ， r H ) 中有界集必是紧集的子集，从 
而，有界闭集必是紧集的闭子集,因而是紧集.证毕. 

由此 可见，局部凸空间 $, r ) 的半自反的概念实际上仅与 W 
有关. 

定义 设 (A r > 是局部凸 Hausdorff 空间，如果 ( L , r ) 及 
( L # ， cr ( P , « ) 都是半自反的，并且 r =扒1， P ) ,则称 ( L , r ) 是自 
反的. 

当 ( l , r ) 是局部凸 Hausdorff 空间时，上和的地位更为对 
称.嵌入映射是同胚映射.而 CL , r ) 自反的意 思是： 戶 ( L ， L ” 与 
JHL ' L ) 分別是 cr ( L , Z #) 与 a ( L ' L ) 的 Mackey 拓扑，而且 r w 二# 

( L , L # ). 由定理 3 的系，可知自反空间必定是桶式空间. 

但是有这样的局部凸 Hausdorff 空间， 0 L , (/(1，1^))与(1^, 
^ ( L ' L )) 中，有一个是半自反的而 另一个 并不半自反. 

例 设考虑的线性空间是 Z 1 和中元是收敛于0 的数列全 

oo 

体 ， P 中元，…) 是使芝] U ( n ) l < + ⑺的数列全体.对 

71 = 1 

r c Q 中元，作 c 上线性泛 函为： 

oo 

(xei\x^{x (n , x( 2 ) ,•_•)) 

71 = 1 

M 见八 e ( r )'， 记 l 二 

局部凸空间 （ Z ， a ( L , P )) 是半反的.但是 ( L % a ( L # ， L )) 
并不半自反就是由通常的 z 1 中范数 ！•« 所决定的拓扑. 





210 


第三章拓扑线性空间 


它不是 or ( U # ) 的相容拓扑，但是卢 ( L ' L ) 是 a ( L * M ) 的 Mac - 
key 拓扑. 


3. 4.4 賦范线性空间 

下面讨论賦范线性空间及 Banach 空间，这是一类特殊的柘 
扑线性空间，它有广泛的应用并且性质很好.拓扑线性空间的一 
般概念和理论是陚范线性空间理论的发展，由 3. 3. 3定理8 ,有非 
空有界幵集的局部凸 Hausdorff 空间，拓扑就是可以用一个范数 
INI 来决定的.决定拓扑的范数可以有多种取法，但这样的范数是 
拓扑等价的.所有拓扑的槪念与范数的取法无关.在赋范线性空 
间中 ，II • II 就用以表示由这范数决定的拓扑，而 II • r 也就表示范数 
拓扑的弱拓扑. 

当（ X , H :) 是賦范线性空间时， Ik ||< i },{ x | 
h \\ = 1} 分别称为 （ x , i | • || ) 的单位闭球,单位开球及单位球面.这 
是与范数有关的.由于 hi 是 （ x ，| H |) 上的连续函数 ，（ x , 〗•«)的 
单位幵球是开集,单位闭球和单位球面都是闭集. 

引理1设是无限维的陚范线性空间,义是（ X , |_!) 
的单位球面，则 oeA ^ l ' w \ 

证 对于0的〖•「邻域0(0;/1,”-,/«;£) U '， …， 

II 记叉 。= {x | ar 6 X ,/,( x ) =/ 2 ( ar ) =… =/ n O ) =0}，由 

于是有限维空间，显然 X c 中有非零元 y . 适当乘一个正数 
可设以 1 = 1 ,而易见 ^ 0 ( 04 ，…, / 以），因而 0(0; f'， …， f n ，e) 
门4非空，所以 ' 证毕. 

系 设（ X , H |) 是无限维陚范线性空间，则 || •「#〗•！，从而 
ex , || - r ) 不满足第一可列公理. 

例 （ Z 1 , H ) 是 Banach 空间，对于 Z 1 中点列{%}及元: r 。， 由 

〜(1卜1广)可得〜 — A ( ll . i ). 记 （ Z 1 ， H ) 的单位球面为木 
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那末 

( i ) 中不会有点列 {“} 使〜 —0(! • |厂)； 

( ii ) 在 （ Z 1 , 卜厂)及 G 1 ， 卜 II ) 中，当点列 { h } 按前一拓扑收敛 
干％时，也按后一拓扑收敛，但 H w 不比卜1强； 

( iii ) 史是“点列连续”的，但史不 
是连续映射. 

这是说明 3.1. 3中所讲的网不能改成点列的例子. 

定理1设•〖）是陚范线性空间， Z 是（ X ， H ) 的单位球 
面，记心 （/) 二 sup { | / o ) M ^ A } (/ ex ”， 则 

( i ) 的强柘扑 0( X % X ) 是可赋范的，且 L 是决定 
沒 ( X 〃， X ) 的范数. 

( ii ) ( X % h ) 的单位闭球是（ X 、 or ( X # , 叉)）中紧集. 

(iii) (X ，， h) 是 Banach 空间. 

证 （ i ) 夕 ( X % X ) 是由是（尤，卜|)中有界集}决定的 
柘扑.对于 （ x , H ) 中有界集 A 有数 c 使 biscoree ), 从而 
qs ^ cq A , 因而{心}所决定的拓扑即为 y 0( XSX ). 由于# ( X s , X ) 
是 Hausdorff 拓扑,所以^是范数. 

( ii ) 由于 {/ i/ex , ?^(/)< i }-{/|/ ex % |/( x ) Kb ：| 

( zex )} 9 由 Alaoglu-Bourbaki 定理，的单位闭球是 
( X %“( X % X )) 中的紧集. 

( iii ) 因为( X % h ) 是陚范线性空间，只要证明点列完备即 
可.设{八}是 （ P , L ) 的基本点列，这时 {/„} 是有界的.不妨设 
1 /«!!<!. 由于{九}是卢 J % X ) 基本的，故是 a ( X # , X )基本的. 
由 （ ii ) 及 3.2. 6引理2，有 f 0 eX 使 / n ->/ 0 ( a ( X # , X )). 

对 e >0, 有 iV 使当 n.m >iV 时, —/ JO , 即 

Sup|/ B (or)—/ m (ar)|<<e 

X G A 

固定 ft (> Y )，； r 6^4, 令 m - > co , 得 I f „( a ：) — fab ) I <^名， 即当 k > A : 
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时 ,。 （/ n -几），，所以 /„ >/ u ( h ). Lil : 屮. 

定理 2 设（ X， H ) 是 Banach 空间， FdX , pllj F & 
( X \ a ( X^ f X )) 中紧集的充分必要条件 是：尸 是 aU' Z) 闭且足 
沒 (jr、x) 有界队 

证必要性 如果尸是 （ X ' a ( JC # , X )) 中紧集，由于 a ( X ' 
X) 是 Hausdorff 拓扑，且由 3. 2. 4 定理 1 ，尸是（尤 # ， 0 *( 尤％ X)) 
的有界闭集.又由（ X, || _〗）是 Banach 空间，故是桶式空间，由 F 
是 a ( X *, Z ) 的有界集， F 在有界集上有界，故 F 是 队 X \ X )有 
界的. 

充分性 如果 p 是 ~a # ， z) 有界的，则有数 c 使得〜 （/)< 
c (/6 F ), 但因 {/|/ eX #， q A ( f )^ c }= c { f \ feX ^ 9 〜(/)<1}是 

( X 、 or ( X # , X )) 中的紧集，因而 F 是（ X ' a ( X # ， X ))中紧集的了 
集.如果尸是 a ( X ' X ) 闭集，则尸是紧集的闭子集，从而#是 
a ( X #, Z ) 紧集.证毕. 

定理2中 QT ， H ) 的完备性仅用于必要性的证明.对赋范线 
性空间 (X, 1 • 1), (X% a ( X ^ f X )) 中紧集可以不是 j 3( X ' X )有 
界的. 

例设叉是只有有限项不为0的数列全体，对 X 中元 z = 

oo 

(#>，/ 2 >,/ 3 ),…），令 iki -2 i ^ < fc > i . 又对于自然数《, 设九是 

K =1 

如下的 X 上线性泛函 ： /„0 r )= nW 当 x = Cx ^\ x < 2 \ …:^叉）并 
设/。是恒等于0的泛函.记尸={/„|« = 0,1, 2,…},易见尸 C ： 
( X , | • I ) # ，但 F 不是卢 ( X # , ^)有界的. 

当 ( X ^ f a ( X ^ 9 Z )) 的一族开集覆盖 F 时，其中有一个7含有 
f 0( = 0)，从而有 h ，…， 07 n d ， e >0 使0(0;;^， …，; r „; e ) C ：7, 于是 
有^使得当 1 > N 时…，；的第 Z 分量都是0,由此当 1 >N 
时， / fF . W 此足有限集，可见在这族集中可取有限个覆盖 
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^所以 f 足 （(7 U ' X ) ) 中紧集. 

定义设 ( m ) 是赋范线性空间，记 or , hi ) # 为工' 对干 
/ GP ， 令 ||/| 二 supfi / ooiker , iixl ： = i }, 称 ( x *， H ) 为 U , 
i * l ) 的共轭空间， U , 卜 I ) 的共轭空间也记为 

由定义， a ， H ) 的共轭空间 H ) 是 Banach 空 
间， X * 的范数决定的拓扑也就是 X )，这拓扑也以 IH 表 
示 ，叉*的范数与 X 的范数 »_1 有关.由定义当 / ex '^ ex 时，显 
然 I / Cr ) l <«/ II 1 WL 由干叉*是 Banach 空间，同样又有（ X ，* 
等等. 

当 U , H ) 是陚范线性空间时，由于 X * 的范数拓扑比 
a ( X #, X ) 强， 因而对 xex , 9 xe ( X *)^(0 是嵌入映射）. 

引理2设 U ， H ) 是賦范线性空间，则0是 UC , H )— 
(叉*) * 的保范映射，即对 ^ ex 9 \\ 0 x \\ = \\xt 

证 对 zex , / ex *, 由干 | f (/)| < l /« lk 〖， 所以 iW = 
sup {|^(/)| l / ex *, [|/|| = l }< ixl . 又由 Hahn-Banach 定理， 
有 / o 6 X * 使 / 0 Or ) = jW | 且 I /。 卜 1, 而4(/。）| = |^1,故 
M . 证毕. 

引理 3设( X , | • I ) 是陚范线性空间，贝 IJ 0( X ) = ( X 。*的充分 
必要 条件是 ： （ X , I • I ) 的单位闭球 / 是 a a , X ” 紧集. 

证 畝 X ) = ( X *)* 即指 ( Z , H ) 半自反， 由 3. 4_ 3定理 4. 
这等价于 a , a ( X , X #)) 中有界闭集是紧集，也等价于( X ， crU , 
X # )) 的均衡凸有界闭集是紧集,故必要性显然. 

充分性 如果( X ,〖 • 〖） 的单位闭球4是 a ( X , 紧集，则对 

是 U , a ( Ur #)) 中的紧集.但 U , a ( X , X ，）的均衡 
凸有界闭集是 a , H ) 的有界闭集.所以( X ， H ) 的均衡凸有界 
闭集必是 m 形式的集，所以证毕. 

定理3 设 ( x ， H ) 是赋范线性空间，则 （ x , H ) 自反的充分 
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必要条件足： U ， I • I )的牮位闭球 d 是(叉， a(x, 叉，）中紧集. 

证必要性是显 然的. 

充分性由引理3, ( X， i ]) 半自反，（ X #， | • |) # -=0(互），因 
而在叉 *= ( x #， H ) 中， | •厂就是 X * 的弱 * 拓扑.而又*的单 
位 W 球是( X 、 cr ( X % JQ ) 中紧集，也即是( X、II • 厂)中紧集，由引 
理3是半自反.又因 U , H ) 是陚范线性空间，从而是囿空 
间，所以1 • II 就等于沒 U ， P ) ，所以 ( x ， I ! •«) 是自反空间.证毕. 

系1如果自反，则尤*是自反的. 

系 2自反空间（ I ， || • 1 ) 的闭子空间是自 反的. 

证设( X， H ) 是自反空间 ，為是 I 的闭子空间，记 U , I • 1 ) 
及«卜])的单位闭球为 A 及由 Hahn-Banach 定理， （X 0 , Hi)* 
中的 / d 可以延拓成（叉，«•l) # 中的/,所以（X Q ,aU。，X，)）是U, 

I • n 的子空间.由于（工， H ) 自反, ] 是（叉， I ! • r ) 中紧集，而戍 
= Af ) Xo 是( X ， 卜 II )中凸闭集，所以禹是 （ x , II • n 的凸闭集，从 
而山是 H 11 紧集，由此，山足 （ x Q , a ( x 9 , 叉。 # ))中紧集，由定理1 
可知(叉。， H ) 是自反空间.证毕. 

一般对 f 赋范线性空间 （ x , H ), 是以 e ( x ) = ( x ， 样 作为自 
反的定义的.由引理3及定理1，可知这是等价的定义.由干沒 
是（ X , ||.||) — ( J ^)* 的保范映射，且 UT *)* 是 Banach 空间，所以 
自反 空间定 是 Banach 空间.容易看到，有限维的陚范线性空 
间必定是自反的. 

引理4设 X 是线性空间 ，I • h 及 H 2 是 X 上的两个范数，如 
果 II • I I • | 2 决定的拓扑相同，则 U , I • » 0自反与（ X ， 1| 

是等价的. 

证由于 （ x , ! Mli ) # - a , IHU )' 记为工 # ,则 x # 的强拓扑 
外 x # , z ) 相同，因此 （ a , Hh ) + ) # 二 （( z , 从而（叉， 

的半自反等价干（工，卜«2)的半自反.由干自反涔半自反是 
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相 N 的，所以 （ x , IHU ) 的自反性与 UT , 1-»2)的自反性等价. 
ffi 毕. 

定义设 ( m ), 卜| 2 )是两个陚范线性空间， 

X 2 的保范的线性双射称为线性保范 M 构.存在线性保范同构的 
两个赋范线性空间称为线性保范同构的. 

引理5设（ X,， HDAXh HU ) 是线性保范同构的两个陚 
范线性空间，如果 d ， in ) 是自反的，则 a 2 ， ihu > 也是自反的. 

证 设： r 是义 2 的线性保范同构，当 / e ( x 2 , |卜1| 2 ) # 时， 
hKx u l - ll !)* 中元，因而当叉】中网{^}使 ‘—0 ( ii . D 时， 
对任何 / ed ， li . ll ,) % (/ d ) OJ —0( 即 /(7^)->0)，即 Tx a ~>0 
( II Hi ?)，所以 t 是 H 乃 —( x 2 . Hi ) 的连续映射，同理 
是 — (不，»•»『)的连续映射.因此， t 是 
( x 2 , 的同胚.由 OCd III )的单位闭球』是 d , HID 中 
紧集⑶是 ( m ?) 中紧集，又？^)即（工 2 , IMU ) 的单位闭 
球，所以 （ x 2 ， H 2 ) 是自反的.证毕. 

系1设(工 1 ,|*|| 1 ),(1 2 ，|卜| 2 )是陚范线性空间， T 是 
尤 2 的线性双射，且 reB ( x 「> x 2 ), T AB U 2 — D ，如果 ( x 1? 
I - 11) 自反，则 ( z 2 ,1 N 2 ) 是自反的. 

证 在上作另 一 个范数 H 如下： 对令 = 
是 t 是 （ m )— o ^， i ，«) 的线性保范同构， 叉叉 2 
的范数卜« 2 与 H 决定的拓扑相同.由引理 5， a 2 , 卜 «) 自反. 
又由引理 4 , a 2 , h 2 ) 自反.证毕. 

系 2 设 ( X ,|- fi ) 是 Banach 空间，如果 X •自反 ，则 U , 

|卜|)是自反的. 

证 当 X * 自反时，（ X *)*自反.又嵌入映射0是线性保范 
算子，由（ X , | •!) 是 Banach 空间 ,0( X ) 是( X ，*的闭子空间.由 

定理 3 系 2,0 ⑻是自反的，再 由引理 5 系 1，邸 知 ( X ， H ) 足 a 
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反的.证毕. 

引理6 设 U , M ) 是赋范线性空间，是（ X ， H ) 的闭子 
空间，在商空间 x/x 0 中，对于元 2 二 1 + 2 。， 令 !l^i[-inf{|iy|i^e 
幻， WI ( X / X 0 , H )*— U , H )* 的映射 "一 是保范的⑷ 
是商映射). 

证由 3. 3. 4定理3及定理4,商空间 X / X 。 中的 卜1 决定 
的拓扑是商拓扑,且 Q 卜是 UIX ,, H 广-> QUI • | ) * 的映 
射，这映射的值域为 {/ l / ecx , !• |广,/在 x „ 上为 0}. 

设 ^( x / z 。， HI )% 记 为/,于是/⑻二 g ⑻ Orex ). 
因为 IN < lkl , 所以 II /1 KW . 又对 e >0, 有於 叉 / x 。 使|$|< 
1 且 1^(^) 1> 1^1— 从而有 2^5 使 lly |<1 ， 于是 1/(201 = 

6即 G 因 e 是任意的正数，故齡 
iid ， 因而11/11二证毕. 

当（ X ,卜 II )是陚范线性空间，工。是( X ,卜 1) 的闭子空间时， 
在商空间 x / Xo 中总用引理6中的范数， a / Xo , h ) 仍简称为 
(尤，||叫|)关于叉 () 的商空间. 

定理 4设 UUH ) 是赋范线性空间，记 UT , 〗•〗）及 （ X * 广 
的单位闭球分别为2及又在( X 。*中用弱 * 拓扑，则 

证 在 ( Z *)* 的弱*拓扑下，万是紧集，从而是闭集，因沒是 
保范的 ju ) cs , 所以 ¥( iyc =5 

设且||於|<1.下面证明於 eW ). 对于 x * 中元 
/u/ 2 ，…，/„ ，记厂 ，…，/«张成的线性子空间为 A 记 F 中元的公 
共零空间 W xexj . ix ) =…= f n ( x ) = 0} 为 X。，由 3. 2 . 1 定理 1, 
X/X。 是有限维空间，维数与 F 的维数相同.由引理 6 , ( X / Xo , 
H)*->(x,M !)* 的映射是保范的.这映射的值域即 
为 f . 记垆卜为史，敁然利用 U/x 0 , |- d + ->f 
的线性保范同构 w — goQ RF 上的线性连续泛函 A 作 (X/X 0 , 
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IH )* 上的线性连续泛函 a 如 下:对 ^ U / x 0 , H )% 令 
= < p ( g o Q ). 由 《卜一>《。0是保范的，即知 I 炉! I 二 II 炉 L 因 < Pi ^(( X / 
x , 9 INI )*) # ，又由 （ x / x 。， I •«) 是有限维的陚范线性空间，它是自 
反的，即有 xex / Xo 使得 a = 0⑼，且 |到1 = 1 a |< i . 由2范数 
的定义，有痄 x 使且 Wi < i . 于是对任何 i7e ( x / Xo , 
hi )*, < pdg ) 二 ffW ) 二 〆 歹)，即 ( p ( g ° Q ') == ( g ° Q ) (20 •因为 { g ° Q\g 
e ( x / x , 9 »•〖）*} = 尸,所以对于 feF ，< p ( f )= fiy \ 

由上所证，当且时，对于中有限个元 
fi ， …， fn ， 有 y€X 使得 l | y|<l 且 於 (/)=/( y ) 对每个 / espan ^ i , 
…, / n } 成立. 象见 Hmoanfuh ，…， f n ； e ), 所以0的任何 
< rax *)^ P ) 邻域与沒 M ) 交集非空，即於 eTOl 由此可见 

( X *)*的单位开球在 TOy 中，当 料 X ，* 且 I w = 1时, *^7 

於於，所以切 eTOj , 即 BcTOT . 从而 
= 5. 证毕， 

陚范线性空间及 Banach 空间是常见的一类空间.例如 c & , 
l p ( P > W ， L p ( X ， S ， fi ) ， L -( X ， S ， m ) 等都是 Banach 

空间.当 / C >1 时， P 及 PU , 沒，幻是自反空间， c 。/, r 等不 
是自反的. 

当 （ x , H ) 是自反空间时,沒是 u , 1 • 1 ) 〜( X *)*的线性保范 
同构，但是如果賦范线性空间 II )与线性保范同构， 
并不能保证( X ， H ) 的自反性. 

前面把 U , II •») 的共轭空间记为叉' X * 是指带有特定范数 
的在不致混淆的情况下，实际上也用代表尤' 一般从 
上下文中可以明白记号的意义.例如， X * 的弱 * 拓扑 a ' 
Z )), 在定理2 中也可说成 ( X * 广中用弱*拓扑.又如， 
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X * 的弱拓扑的意思很清楚，是指 U S , »_|)中范数拓扑的弱拓扑, 
p 中用弱拓扑即指 uwx#, (p)”）， 通常也写成为 a' 
< rix *， X **))， 这时，的弱拓扑或 ( x # ) # 等的含义是不清楚 
的.容易看到，当（叉， H ) 自反时，的弱拓扑等于 x * 的弱 * 
拓扑，而当 （x，H) 不自反时， P 的弱拓扑X#)比 jc * 
的弱 * 拓扑强并且不相等. 

作为 Alaoglu-Bourbaki 定理的应用，再证明一个事实. 

定义 设 /e(z'H)' 如果/有下列性质： 

⑴对子广中元: r=(>w ,/ 2 V”） 是收敛数列时， 

/o ) 二 Iimr <n> ； 

n 今00 

(ii) 对; r6Z°°，;r 二 （z ( "，;r( 2> ，x( 3 )， …），记 y 二 （；r (2 )，a; (3> ， …）， 
则/(灼=/(汉）； 

(iii) 当 xer , x =- ( x ( l \ x {2 \ …)是非负数列时， /O)>0， 
則称/是个 Banach 极限. 

定理5 Banach 极限是存在的 . 

证 对自然数\作/„如下：对…），令 

/ n ⑻二 ^0(" + ；r( 2 )+ … + ;r ⑻) • 易见 f 友 （ I ' I. II )* 且 I/J =1 

rt 

u 二 1,2,…）.记 


A k ^{f n \n>k} U 二 1 ， 2, …). 

在（广， HP 中用弱*拓扑，单位闭球是紧集，记氏=3,,由 
于是（广，1-1) % 的单位闭球的子集，所以{私}也是单位闭球 
的了集，因为 Ud 是联族，所以{私}又是联族.由于{^}是紧集的 

OO QO 

闭子集所成的联族，所以 n 札 非空. 设尺门札，下面证明/是 

= 1 Jo = 1 

3anach 极限. 
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lO 

由干 /€ n 氏，故 feA k (k : 1,2, …），因而对 / 的任何弱 ★邻 

k = l 

域 o 及任何自然数 torvu I卩空.从而对任何 zer, <e>o 及自 
然数 A ■，有 n^k 使/„60(/;$; f)， 也即 i/„0) —/o) I <f. 

于是，如果广 中元％ 陡九 co 时），对于 e>0, 可 
取瓦0,使当《>灸0时，|/«(^ 0 ) ~a| <£,但又旮 n > K 09 使 |/O 0 )— 
LO 01 <£,可见 I/O。） 一a| <2f， 由 e 的任意性，即知 f ( x Q ) =- a. 

当广中元 $= O u \ x i2 \ …）使 x <k) -^a 易知 f „( x ) — a , 从 
而 /(X) 二 a， 即当 z = O u \ x (2) , *••) 是收敛数列时， /(;r) 二 Umx in \ 

n-^oo 

对干 xer , x =( x ci \ x i 2 \ x ^\ …）， id , y ^( x <2 \ x iz \ …），则 
fJjt — y )= f n ( A=fJjn 二€-(〆"一/“ u )—o, 故 /Or— 0 = 0, 

ft 

_ fOO 二 n 

又如 x ^ r 是非负数列，则 /々）>o(« 二 1,2, …），由此对 e > 
0，/00必4某非负数之差的绝对值 < e ， 可见 /0 r)>0, 

所以/是 Banach 极限.证毕. 

设 Q 是非空集，记 Q 上有界函数全体为 3(0, 两函数的加法 
及函数的数乘按通常定义，这时 6(0) 是线性空间.对于 : rG 
B ( Q )， 令 ||o：i |= sup{|z ⑴ I U6i2}， 这时， ( B ( Q ), HI) 是个 
Banach 空间. 

又如⑷, r ) 是个紧 Hausdorff 空间，记 ( D , r ) 上的连续函数 
全体为 C ⑷， r ) (或简记为 C ( D ))， 同样规定 <7(0) 中的加法及数 
乘，并也用 sup{^(OI I KG } 作为: r 6 C (卬的范数，这时⑴（仍， 

1 • 3 ) 也是 Banach 空间. 

在万 (D),(7(*Q) 中，所考虑的可以是实值或复值 的函数 .D 
上实值有界函数全沐 也记为 扒（奶，类似地，⑴, T) 上实值连续函 
数全体记为匕 （D). 


r.I.^h •* : >• • ** ►. • Sff 5 * 
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当 a ：， y 是上实值函数时，如采 xU ) 就 Ui 为 

易见 < 是召,⑴）或 G ⑷）中的半序. 

定理 e 设 （ D , T ) 是紧 Hausdorff 空间， C r ( D ) 是 （ D ， r ) 上 

实值连续函数全体，如果 ( G ( D )， H ) 中的任何(非空）有界集皂 
都在 ( G ( Q ),<) 中有上确界，则⑷， r ) 的任何开集0， 0 (T) ^ r 

开集. 

证 设 0 是 (D,r) 中开集，要证是开集，不妨设 
且(否则已不必证）.记 ； r ( i )=0 ( 当 
时)，且 0$ r ⑴ <1( 圯 D )}. 由假设， A 有上确界 L 由于 
在 D 上恒等于1的函数是3的上界，所以又因恒等于0的 
函数属于小所以 0< y ，即 

对于由 3.1. 3定理 3( ypbicoH 引理），有 （ G , r ) 上实值 
连续函数 ％ 使得 x 0 ( t 0 )^ l , x 0 ( l ) =0( 圯0。），且0<心（《)<1 (« 
6^). 所以 Ae / l , 由 ar 0 < y ， 即知 y ( t 。） =1， 由此， g 在 o 上取值为 
1. 又如 M 60 〈 t ), 由 ypbicoH 引理，有 y 0 eC r ( Q )， 使 y 。 在 0 <r ) 上 
取值为且易见如是4的上界，所以 
y < y )， Wcy ( Ji )= o , 由此 y 在 (0 “>) e 上为 o . 

由于 yeCUG ), 因 y 在0上取值为1 JKI }) 是 rffi 集，可 
见沒在 S (T >上取值为 1，又9在 0 ( n 的余集上取值为0 , 故!/就 

是 0( o 的特征函数，由于卜是 r 开集，即 0 G) 是开 
集.证毕. 

通常，如果一个拓扑空间的任何开集的闭包总是开集，就称这 
个拓扑空间是极度不连通的 （ extreme ly disconnected ). 具有这 
种性质的紧 Hausdorff 空间很难 想象. 有限集（在离散拓扑下) 

是一个例子. 

在赋范线性空间的讨论中，要弄清楚的一个问题是线性连续 
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泛函的一般形式.例如 ，（〜)* = = r 等.这里的等式其 

实是指 (A)* 与 Z 1 是线性保范同构的.但并非每个 Banach 空间 
都能 h J 某个 Banach 空间的共轭空间线性保范同构.例如 c 0 就 
没有这种可能.因为 Banach 空间 （X，H) 的共轭空间： S：* 的单 
位闭球是弱 * 紧的，由 KpeHH-MHJibMaH 定理，的单位闭球必 
有端点，但 c。 的单位闭球是没有端点的.由此也可知道， c。 不会 
是自反的，并因而(<?0广及丨 1 也不自反， P 也不自反等等. 

定理7 (开映射定理）设 Hi), (X 2 , H 2 ) 是两个 
Banach 空间， Z 2 ), 如果 T 7 是满射，则 T 是开映射. 

证 E d, i • IU) 中的单位闭球为冯因为 T 是满射， 所以 X 2 

ao oa 

- jjT(nA) =fJ n T(A), 由于叉 2 是 Banach 空间，是第二纲 

71 — 1 71^ 1 

的，从而有別使得包含非空开集，设为0(%; e& ), 于 
M2n 0 T(AT< ll -'^=)O(0； e 0 )^{zeX 2 \\\ zl < e 0 }, 又由 T 的线性， 

对} : 任何 a>0, (^ T ( A ) y ] ' ii }2 z > o ( o；^y 下面证明 4» 0 T ( A ) 
3^(0 ； e 0 ). 

设 2 0 €：6KO; e 0 ), 于是有 使 ||x! || j<2n 0 , ||2 0 —^i||< 

■，同样有 心云叉】， — — 依次可得 

中点列 {h}， 使得 lk»!i<&，4n 0 且 |2o— Txi — Tx 2 — …一 


T ^ nl 2 <^os 于是 j 是 （A, Hli) 中 Cauchy 点列，记; r 0 


im (2%) 由于 2^ 

n = i / « io-^i 


<4如（《 = 1，2，…），所以 l | x a |<4« 0 ，而 


/ « 


Tx 0 ^lim( ^Tx k ) : : s 。， 间此， l« 0 (T(^))3O(0 ； 5 0 ). 由 T 是线性 

n \ :一 • 1 


x K^t 
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算子， 即知: T 把开集映射成开集.证毕. 

系 1( 逆算子定理）设 （ Hh ),( I 2 , Hl 2 ) 是 Banach 空 
间， TGBd — ^且？ 7 是双射，则7 7 - 1 也是连续的. 

系 2( 双范数定理）设 | M 1„1- Il 2 是线性空间 X 的两个范数， 
如果(尤，|卜| 2 )都是 Banach 空间且数<7使得 bL < 
Cfpiuuex ), 则有数 G 使 IxIU ^ C . IzIh . 

陚范线性空间及 Banach 空间的重要特例是内积空间及 Hil - 
bert 空间.线性空间丑上如果二元映射： HxH — K 具有下列性 
质(对于丑中两个元 a :， y ， 这映射的取值记作为 Or , y )):( i ) Or ， y ) 
^ ( ii ) 对于第一个变元是线性的； （ iii ) ( x , 

Q ( x ^ H )； ( iv ) (>， a ：) =0 只有当 z = 0 时成立.则 （.，.） 称为丑上 
的 内积. 

内积是//上的二元泛函，它关于第一个变元&线性而关于第 
二个变元是共轭线性的，这样的泛函称为一个半线性的 （ Ses quili - 
near ). 具有上面性质 ( i ), ( ii ), ( iii ) 的泛函成立 

I y ) | 2 <(x, aO ( y 9 y ) ( x ， 

这不等式称为 Schwarz 不等式.当打给有内积 （•，• ）W ，称 // (或 
(//,(•， •））） 是内积空间. 在内积空间丑中 ，对於 仏令 

则 II . II 是//的范数.当 （//, 卜1)完备时，就称丑是 Hilbert 空间. 

如果丑是 Hilbert 空间，则中元即//上线性连续泛函，它 
的形尤特別简黾.对于 / e 月必有 y ^ H 使得 / O ) = O ， 2O (ze 
H ). 这样，" # 与//可以建立双射.以 /0 r ) = O ， 夕 ）0 re / O 所作 
的 H ^-> H ： f 一 y 是保范的，即 f /|| 二 WI 1, 但不是线性的，加法是 
保持的，但数乘不能保持.一般说柬,如果 / efiM 对应于元 yen ， 
Wl Af 对应 V jc h . "i // 是突空!)仙七这是个线性保范映射,但对 
- r 复空间，则是个 a -轭线性的映射. 
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对 THilben 空间//,记/7:二 H (是 MI —个染），在存中规定 
加法3及中相同，但对于 AeK , a ： e ", 以 ： b (丑中的数乘）作为打 
中的 A 与 ^ 的乘法，并以 （ n ) 作为 II 中 cc 与沒 的内积，这样的 ff 
也是个 Hilbert 空间，称为丑的共轭 Hilbert 空间. 

当（叉 3 ,1 . :| 山 u 2 , 卜| 2 )是^个®范间，又 T ^ BiX ^ 
X 2 ) 时，对于 fexbfoText 千是对干 7^5(1— x 2 ), 映射 

x%->X\ ： fV~^foT 

记为 T \ T * 是 XI— ^的线性连续算子. 

对于赋范线性空间 JC, 及 X 2 , 由于 I, 是囿空间，连续与有界 
是等价的. supUTziKUWKl} 称为 J^GBd—X 2 )) 的范 
数，记为 llHil 是趴 I—X 2 ) 中的范数.当為是 Banach 空 
间时 ，（B(t4X 2 ), HI) 也是 Banach 空间.而映射 T 7 卜>『*(这 
时 t^XpXJ， 卜 \0^(B(Xt^XV,ir II) 的映射)是个线性保范 
算子. 

特别当"是 Hilbert 空间时， 对千 TeB ( H — II )， 也可以作 
是丑* —/ P 的线性有界算子.但由于 H * 与丑不完全相同， 
(数乘与内积有些差别)，在这情况下，（复） Hilbert 空间及的 B(H 
丑）中的 T ， T * 的规定与 Banach 空间的情况稍有不同：对于 
丑， （Tu) (作为 z 的函数）是丑 * 中元.从而有丑使（7^， y) 
= Or, 2) ( xeH ), 就规定: yv-^z 作为 T 的共轭算子的定义，于 
是当 (丑- >//) 时， T * eB ( H ~> H ), 

下面对于(叉，||*|：>的弱拓扑及共轭空间叉*的弱*拓扑进一 
一步讨论. 

引理7 设(X， H) 是陚范线性空间，：^^的单位闭球记为 
B, 则在 cr(P，JO 下 B 是可度量41：的充分必要条件是：（X, (|*1) 
是可分的. 

证充分性如果 （X,H) 可分，则有一列X 中元{心}使 
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= 记:1，2，".}为沪，这足 X * 上的一列线性 
泛函，由于{%}在（叉， H) 中稠密，故 W 分离 X* 的点， cr(X*, W ) 
是 Hausdorff 拓扑.由于5是（ X *, 叉））中紧集， cr ( X % 

7) 比 a(X*, X )弱但是是 Hausdorff 的，时而 a(X % 妒）与 
aU % 幻在 S 上的诱导拓扑相同，而因为 W )) 是由 
一列拟范数决定的拓扑，因而满足釘一可列公理，是可度量化的， 
所以在下， S 可度量化. 

必要性如果5在 cKX % X )下可度铙化，则有一列0的邻域 
的交集为 {0}, 由诱导拓扑的定义，有 ( X *， a ( X \ X ))中0的一列 

oo 

领域匕，使 H (^门扪― 0 ).不妨设 h 都是 ( X *,( T ( X % X )) 

n= 1 

中的局部基中的邻域，即相应有 x 的有限子集及。>0使 

v n = {/| I/O) 1 <fi„(a ： G^4 n )}. 

记 4= G 是 （ z , H ) 中至多可列集，易见如果在3 

71 — 1 

上为0,则必定/ =0. 所以 d 在 ( x , H ) 中的线性闭包即为 X ,故 
A 中元以有理数为系数的线性组合全体在（ X ,« • I )中稠密，所以 
( x , H ) 是可分的.证毕. 

引理8设 ( X , H ) 是赋范线性空间， UUM ) 的单位闭球记 
为木则在 II 下 a 是可度量化的充分必要条 件是： （叉' H ) 是 
可分的. 

证充分性如果（叉*, HI ) 可分，则的单位闭球在 
a ( X *' X *)下可度量化，从而 0(/4) 在 cx ( X **, X *)下可度量化. 
由于 0 是 004) (4 及 004) 分别用 cr ( X , X 。及 a ( X **, X *) 
的诱导拓扑)的同胚映射,所以3在 a ( X , X *)( = hlT ) 下是可度 
量化的. 

必要性设 （ x , H ) 的单位闭 球乂在 卜厂下是可度量化的, 
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'列 （ i , H n ) 的0的沭域使是 z 在下的0 
点的基，不妨设 { F fl } 中每个都在（ X ， Hr ) 的局部基中，即有 X * 
中有限集 札及〜 > o 使7„={到|/001< “ ( feB n )}. 因为 { r n 
门 a 是 4 在 I • r 下 0 处的基，所以对于 （ x , i • r ) 中 0 的领域匕 

0O 

有自然 数…使 rru =^ nQ n 次记 IJ 扎 为穸.由此，当; rex 使 

n=l 

CO 

得 fO )= o (/ e 穸)时,; rer „(«= i ， 2 , …)，由于 f | ( F ” rM ) = { o }， 

n = l 

所以 z 二 o , 显然，只要证明穸在 （ x % H ) 的线性闭包等于： X ：* 
即可. 

用反证法.如果茨在( X ' H ) 的线性闭包不等于叉*,由 
Hahn - Banach 定理，有 i /^ X **， ip 在 贫上为0而0#0，不妨设 

11^1 =1. 从而有使 W <1 且 0(7) >+.对于梦在（ X *, 

H ) 的线性闭包中的元/，因为 #(/) =0,所以 

一 vK /)< II 於卜 \ lg-fl = \\ g~fb 

令 \ g ( X )\< l -^ F 是（ X , | •厂）的0 

的邻域，故 有…使 7 ru 〕 F „。 n 次设仏 。二 {/” / 2 , 

记 5 = min ( en 。， j ), 对于 ☆的 aU **， Z *) 邻域 

OOP ; fu "、 fi ， g ; d )， 

_ _ 并 sf: * 

由于 - 1 ) 等于叉**的单位闭球，故有 y 0 ez 使 

0( y 0 )^ O ( i /；; f lP …， 

由此 I 八(％) — P ( 八 ） I (* = 1,2,…， Z ) ,因为於(八）=0,故 

I fM I <e no , 所以 喊 V no ，又 lg(^ 0 )-t(g)\<S <如由于 
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IM,—^ 一 • -^— ■ ■ - I I ■■，■■ |—»— - ^ - '• . - ■ ,，...." 一 - - - .- - . - . ) — -- (1 ^ 11_| 1 •- •- 

tig ) >\ 9 所以： gO / o ) I > I .这 f J ： g ( Jo)\<S <| 汐盾. 

这样安张成的闭子空间节于叉' 由穿是可列集，故（ X *， 
HI) 是可分的.证毕. 

对千 Banach 空间 （ X ， 卜丨）的此轭空间 X % 再引进一个拓 
扑 . X * 中的单 ft 闭球仍记为 B . 

定义 设（ X ， HI ) 是 Banach 空间，使得对任何 a > Q ， 在 aB 
上的诱导拓扑都等于 cr ( X ^ X )的的最强拓扑 r 称为的 

有界弱 * 拓扑. 

在这定义中，在心上的诱导拓扑等于 a ( JT % X )是指等于 
a ( X % X ) 在⑹ 上的诱导拓扑。如果 r 是 X * 的拓扑，且 r | aB 等丁 
a ( x ' X ) | ofi ( a >0), 因此 r 开集 F 使得 Ffl as 是⑽在 ( T ( X *， 
X ) 的诱导 M 扑下的开集.同样， r 闭集 F 使得是 W 
/ i ： cr ( X *, X ) 的诱导拓扑下的闭集.由下心是 a ( X % X )闭 
集，所以诱导拓扑的闭集即是 cr ( X ' X ) 闭集.因此， r 闭集 P 使 
得 FRaB 是 a ( X % X ) 闭集.而 

{，尸[叉'尸0^是（1%(7(叉*,幻）闭集0>0)} 

这个的集类满足闭集全体所需要的性质 (3. 1. 1定理 1), 以这 
集类为闭集全休的 X * 的柘扑 r 就是的有界弱*拓扑.由 
此， X * 的有界弱 * 拓扑 r 有确定的意义.对于 X * 的子集灰 ， W 
er 的充分必要条件是对任何 a >0, W / e HaS 是 a ( X * 9 JQ 闭集. 

定理8设 （ HI ) 是 Banach 空间， r 是 X * 的有界 弱 * 拓 
扑 ，取（ X , | • I )中 收敛于 0 的点列 {〜}, 记 

{/|/em/Or„)|<l 0 二 1,2,…) } 

为 W ({^}), 则当取各种收敛于0的点列 {〜} 时， TF ({： r „}) 是 r 在 
0点的某. - 

证对 } HX 9 H) 屮收敛 ]‘• 0 的点列{%},先证灰（{^})是 
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0的 r 邻域.对 a >0, 记山二 | | - J ^ X 中有限集， 

/ a j 

w’ （ { ； r n }) P\aB=^ {/ j \ f{y) I <1 (y( 為 ) } P\aB 9 
故是 or ( X % JQ 的诱导拓扑下的开集 ， m lYii 
灰 （{ h }) 是 r 开集，即是 0 的 T 邻域. 

设灰是0的 r 邻域，现要证明有 X 中收敛于0的点列{^}，使 
得灰 〕 TF ({〜}). 先引入一个 id 号： 对于 X 的子集汔记，= {/ 1 斥 
X % 丨/001<10^4)}(易见4°是 〔 X *, a ( X *, X )) 中闭集，且 J 越 
大,乂°就越小).对于 X 的荷限子集皂 f 包含了 ( X *, a ( X % X ) ) 的 
0的邻域，而 ( X % aU % X )) 的任一 0的邻域 K 中如 VZDO (0; y lf 

知…， O 记4 …，时 ， V ^ A °. 

由于 W 是0的 r 邻域，对任何自然数〜等于 a % a 
oc *, jc ) 中 o 的邻域7与《石的交.从而有打限集2使得 
艮集 乂的取 法是与《有关的.先取為为 X 的有限 子集且 
f ] B 9 当取了 X 的有限子集戽使 W ^ A ° n f ] nBfn , 可以取1的心限 

子集4使得 ⑴足 中元工使114<丄； （ H ) 记 H' 

Ti 

Z ) A ^ + l f](n + l ) B . 

用反证法.设灰〕 w 门（《奶，但不存在丄 so ? 表示 （ m ) 

71 

的单位闭球）的有限子集 A 使灰 = X 丄 U 糸)°门 0 + 1) 叉于是 

(A n [jA)°n(n^l)BnW c (^ 4 是的有限子集 

是 UC *， aU *， X )) 中闭集.非空.因而 当乂取 的各个丫!限 

it 

子集时，这成为联族，由 Alaoglu 定理 ， U + 1) 召是 

中紧览，山 _ h 面的集足 (« : .1)8 的闭了 U 所成的取族.故这种形 

式的集全体的交集非空.设 y ^{ A n UA) c f](n } 1)/>丫] h e (对江 >j 
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p 的有限于是妗 A , 狄且对任何 \g(y)\ 

(1 所以 klK^W ghB ， 这 M A^nnBdW 相矛盾. 

由此，可依次得…使得灰〕 ^ n «5( n 二1,2,…）， 

人 + 1 是^4„与某些中元的和集，而每个人是有限集，不妨认 

71 

oo 

为 j n +1 确比人大，把 ( J 人的元侬次排成一歹 u , 设为易见 

71 = 1 

kj — 0,而 W ({ x m }) cz ^ s («= 1,2,…），由 WZ^Al f ] nB(n — l 9 2 t 
3,…）即知 1 F ({“}) C ： T 7. 由此，形为灰 （{‘}) 的集是 r 在0点 
的基，证毕， 

系 设( X ， II • II ) 是 Banach 空间， r 是叉*的有界弱*拓扑，则 
是局部凸空间. 

证对于 X * 中元/ 0 ,作映射史： X *-> X *:/ h / + / 0 ，记0 =炉' 

因为取 a 〗 二 a + ||/ 0 || 时，尸门分（《方）二尸 Pi 0( aB ) (] a x B = Ff \ a l 
召门利《幻，故由尸门《 1 5是(叉*,<7(文％幻)闭集，^ ( 5)是 a ( X * 9 X ) 
闭集，因而炉 ( WflW 是 a ( JT , 幻闭集 （ a >0). 由此炉00是 t 
W 集.所以 T 及0都是 （X + , r )-> Or % r ) 的同胚. 

对于 u , fi • D 中收敛干0的点列 { r „} ，记趴„ } ： x *^ K ： / h — > 
sup {|/ Or „)|}, 则 r 就是由所决定的拓扑.证毕. 

定理9设 U ，|. ||)是 Banach 空间， r 是 X * 的有界弱*拓 
扑，则 （ JT ， r ) # -：( X ' aU *, JO ) 4 ^。"^)). 

证 由于 r 比^7(义％叉）强，故（1*^)#〕（1*，(7(尤*,幻） # , 
反过来，如果 hexx \ r )\ 这时有（ X， g • !) 中收敛于0的点列 {〜} 
使得 

I 々 （/) I (/) 二 sup (| f ( y n ) |)(/ ex *), ( 1 ) 

这里，山 3.3.3 定理 5 的系， Ik 足相应地有有 限个 收敛7 1 0的 



§ : i - 4 几种只部凸空 N _ ^9 

U ， II . i ) 中点列及数 c 吐不％式成立，但可以并成为一个收敛干0 
的点列 { yj 而使 （1) 式成立 . 

今 T : ( X * 9 1 - ||)-> c 0 ； / -> (/(1)，/0 2 )，*..，/(夕《)，…）.& 见 T 
是个线性连续算子，对于中元(/以），/ (心） ，… 

IlI h Y ((/ (2^ i ) ，: f (谷2)，…）二 h (/), 虽然 T 不一定是单射，但当 f 1 ， f 
tX * 且时，由 （ 1 >太 ZKL ) 二办(/ 2 )，故心的意义确定 • M 
是在 q 的线性子空间上定义的线性泛函，且 

|^ 1 (^)|<：!： 2 !| ( zET ( X *)) 

其中|| 2 ||是 c 。 中的范数.由 Hahn - Banach 定理， h 可延拓成为 c 0 
上的线性冇界泛函，而由 Q 上线性行界泛函的一般形式，有 U 中 
的（心，心，心，…），使得对任何 

oo fl 

h ( f ) 二 h '(( f ( y ')， f ( Jh )， … ）） 二 XI 心/(%)二 lim 

/0-1 n ^°° / C=l 

由于因而!2〜夕4是(叉,卜1)中基本 

*-i ( &=1 ) 

n 

点列，故有叉。6叉使 • I )，从而 

k =i 

hif ) = Umfl ^ b k y k Uf ( Xo ) (/ ex *), 

… \ fc=l j 

即 he { X * 9 a ( X *， X )) # . 证毕. 

注有界弱 * 拓扑也可对陚范线性空间定义.为简单起见而 
设 （叉， 1.1) 是 Banach 空间来讨论，在定理9的 证明中用到了 c 0 
的线性连续泛函的一般形式，即相当于中的元.实际上，对于 
( X , «• I )中收敛于0的点列{^}，把 {〜} 所成的集记为而对于 
(叉，1七的子集牵记^为如下的^ h 拟范数： 

? 〆 /) 二 sup { !/ u ) 11 xeA } (/ ex *). 


笫三帘祐扑线性空 M 


X * 的有界弱*柘扑就是由 IM ) 中收敛于 o 的点列 
所成的集}所决定的拓扑.记 i 在（ X ， H ) 中的凸闭包为易见 
，又由 U , H ) 中收敛于0的点列所成的集显然是（ X ， 
H ) 中紧集.下面的引理9说明 c ^4 是（ X , HI) 中紧集，因而 
co^l 是 (X ， II • r ) 中凸紧集，可见 X* 的有界弱*拓扑比 or(X*,X) 
的 Mackey 拓扑弱，也可得到定理 9. 

引理9 Banach 空间 QC , || _ il ) 中紧集的凸闭包是紧集. 

证设4是 Banach 空间中紧集，5=5次由于5是 

完备集，由 3. 2.6 定理，只要证 B 是完全有界集，又不妨设 bK 
1(^). 

对于£6(0,1)，由 Z 是紧集，所以 Z 是完全有界集，从而有4 


中有限个元怎 1 ,…， ‘使 ZC [J 0 Ojt ; e ). 记 span ，…，: r n } 为 

由于 coh , •••,〜} 是有限维赋范线性空间（ X 。， H ) 中的有界 
集，因而是完全有界集，所以又有 Xd 中有限个元…, A 使得 co 


I 

{々 ，•••， （J 0(^ j ； e) m 由 3. 3. 2引理2,有 


n 


n 




coAdcol |J 0 (x k ; s) )^<^ 2 a k z k \a k ^ 0 f = z k eO 


a 


n 


(^ a ：； 但对于 ^ k ^ O ( x k ; e ) f a k ^0( k = l 9 2 P …，= 因为 


n 


n 




k 


n 




由此对于 C 0 i 4 中元;2,有 00((0：!, …， h }) 中元 a ； 使12 — 怎|<5，从 
而有某个 使 ||2— ai + lx — h ||<2 e , 故 


co^C \J 0(yj ； 2e). 
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易见 cdczU 0 ⑷; 3 e ). 于是，对托(0， 1 )，有有限个元^…， 

/=1 

I 

h 使万 C jj 0( h , 35 ), 这就说明丑是完全有界集. 由 3.2.6 定 

理2,5是（ X , »•!) 中紧集.证毕. 

系 赋范线性空间中完全有界集的凸闭包是完全有界集 . Ba ¬ 
nach 空间中完全有界集的凸闭包是紧集. 

定理 lO ( KpeHH - mMyjibHH ) 设（ X , 〖是 Banach 空间， X * 

中凸集艮是 a ( X % 又）闭集的充分必要条 件是： 对任何《>0, 
艮 门心是闭集（其中 B 是 U *， H ) 中单位闭球）. 

证 记叉*的有界弱*拓扑为 r , 则当仏是 
X * 中凸集时， 艮是1 闭集与私是 a ( X % X ) 闭集等价.而仏是 
r 闭集即等价于对任何 《 >0 , 艮 门心 是 a ( X* f X) 闭集.证毕. 

系 设 （ X , H ) 是 Banach 空间， L 是 P 中的闭子空间 ，则 
L 是闭集的充分必要条 件是: LOB 是 a ( X *， X ) 闭集. 

证 必要性显然.又对于 = 抝 
如果[门万是 cr ( X % X ) 闭的门 W 也是 a ( X %： S ：) 闭的，故1也 

是闭集.证毕. 

3.4.5 B ( H ^ H ) 的各种拓扑 

在线性空间 i 上给定一族拟范数就决定了 L 的一个局部凸拓 
扑.下面设打是个 Hilbert 空间， 表示 H 今 H 的线性连 
续算子全体.〖• il 是算子范数， T * 表示 T 的共轭算子，以下是 B(H 
―丑）的几种比较常用的拓扑. 

(1) 范数拓扑即用算子的范数决定的拓扑.|• I 是 S ("4 
II ) 的范数，⑺ ( 丑 -> 好 ）1 Ml) 是个 Banach 空间.范数拓扑也记 
为 H . 
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(2> 浞兑广如扑对 r /> 屮江 ㈧ 沔: !、 k，a 作映射 7 ’i > 

( Tx 9 y ) ( TeB ( H -^ H )), 由这种形式的线性泛函全体所导出的万 
(//— F ) 的拓扑称为 5("->//) 的弱算子柘扑，记为 WOT , 

(3) 强算子拓扑对于77中的元 a :， 映射7卜~> fiTa :|| Cr 6 石 ( f / 
— H )) 是拟范数，由这种形式的拟范数全体所决定的拓扑称为$ 
(孖〜//) 的 强算子拓扑， 记作为 SOT . 

(4) a - 弱算子拓扑对干//中两列元{〜}， { y n } 9 要求满足 

OO O0 

2( I ^1 2 + B ^ I 2 ) < + CO , 作 IKH—H) 上的线性泛函 2 

n — i n^i 

CT 、 ％)，由这种形式的线性泛函全体导出的拓扑称为 o - 弱算子 
拓扑 ，记为 cr-WOT, 

£50 

(5) o ■-强算子拓扑对于"中满足 + 的点列 

n 二 1 

是扒 //->//) 上的拟范数，由这种拟范数 

全体所决定的拓扑称为 < r - 强算子拓扑， 记为 a-SOT. 

(6) 强 ，算 子拓扑对//中元 x , Tl ^^/\\ Tx \\ 2 + \\ T * xl 2 是 

拟范数，由这种拟范数全体所决定的拓扑称为强*算子拓扑， t 己为 

S*0T. 

co 

(7) o ■-强*算子拓扑对于丑中使^1 2 < + °°的点列 

71 二 1 

伽山作映射 Th -^ ygd ^ i ； 2 + } T^ n D , 由这种拟范数全体 

所决定的拓扑称为强*算子拓扑，记为 cr - S * 07 \ 

这些拓扑都使万(丑—丑)成为局部凸 Hausdorff 空间，当丑 
是有限维空间时，这些拓扑都是相同的，所以主要是在 K 是无限维 
的情况下来进行 W 论. 
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引理 1 S*OT 〕 SOT 〕 WOT，u S*OT Z)a SOT 3a WOT 
a-S*OT^S*OT f a-SOTZDSOT.a-WOTlDWOT, || * \\ZDa-S*OT. 

证由 3.3.3 定理 5 系 1, 只要比较决定有关拓扑的拟范数 
族即可•由丨 （7^, y ) K l|Tx | . W ( TeB ( ff ^ H ) 9 x f y 67/) 以及 ||心 
1 < V || Ta :|| 2 4 \\T*xf 2 f 即知 灰 OT 类似地，对于 

oo 

丑中使 (I All 2 + t « 2 ) < 十 oo 的两个点列 {〜} , {%}, 由 

Tt= 1 

oo oo 

2] ( Tx n> y n ) 

n 二 1 n = l 

即知 a - SOT 二 )(7 -怀 OT , 而 a-S^OTZ^a-SOT 是显然的. 

接下来的三个强弱关系是明显的.最后，由 

<2 / i >„ i 2 .|71 

V 7t = i V n^i 

即知 II .11 浐 6^. 证毕. 

弓 I 理 2设 { TJ 是中的网，则在各种拓扑下的 
0 的等价条件分 别为： 

( i ) (尿 or ): 对任何於丑成立(7>，幻 —0. 

( ii ) ( SOT ): 对任何 xEH 9 lT a x \\^0 m 

oo 

( iii ) (a~WOT)： 对 // 中使 k „|| 2 < + oo 的点列 { r n }， 

n = l 
oo 

^2( Tx n 9 x n )^0, 

n = l 

OO OQ 

( iv ) ( a - ⑽ T ): 对 // 中使 Z||%|| 2 <+aD 的点列比}, 乏] 


J 7 XP -->()■ 
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( v ) (a-S*OT )： 对丑中使 Dlx„P< + co 的点列 {‘}， U 

71 -= 1 n i 

(||7Xfl 2 +||7^J 2 )->0. 

( vi ) (以07>_ 对任何 xen 成立 ITiI 2 十 IT ^ II ^ O . 

证 由 3. 3. 3定理9即得.在 （ i ),( iii ) 中没有用两个元及两 
列元是由于上述形式的线性泛函全体所导出的拓扑就是 WOT R 
a-Tf 见 3. 3. 3定理5的系.证毕. 

系 对于 ZO 中的网汉山 A —00 TOT ) 的充分必要 
条件是 且 7^—0(5070. 同样， 0(< r - S * OT ) 的 

充分必要条件是 OO - SOT 7 ) 且 T ：->0( a -^ OT ). 

定理 1 在评 Of 及 S*OT, a - M <9 T 这几个拓扑 
下,映射 是连 续的. 当丑是无限维时，在 SOTl <r_SOT 
这 两个拓 扑下,映射不连续. 

证 当趴丑—丑）中网 { TJ 及元 T 使时，对任 
何托丑 ，（ CT a — 70怎，均—0,故 （（ T :-： T *): r ， x )— 0,从而 T :— T *— 
0(WOT) f 因此 (WOT), 所以 T 1 — > T 7 * 在 WOT 下是连续 

的.同理可知在 a - PFar 下也连续.由引理2的系即知在 
及 a~S*OT 下映射 T\—^T* 的连续性. 

当好是无限维 Hilbert 空间时，取//的就范正交点列{%}，作 
TeB (孖 -> 丑） 如下 = 而当 a ： 丄 {‘|« = 2, 3, 
… } 时，7^ = 0,这样的 T 是确定的. 真接验 证可知俨―0(沉^), 
但 ( r n )* A 00 soy ), 这样的 {^} 也使 T n sot), 但 a 7 ")*# 
O ( a - SOT ) 因而 Th — T 7 * 这映射在 CS 07 7 ) 及 O - S 07 7 ) 下并不连 
续.证毕. 

系 当孖是无限维 Hilbert 空间时， WOT^SOT^S*OT, a- 
WOT^ cr-SOT 初 -SWT. 

定理 2 在, || • || ) 的有界集4上, WOT^cr~WOT f 
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SOT 与 a ~ SOT 9 S^OT Jj a ~ S ^ OT 的诱导拓扑是相同的. 

证由于证法类似，故仅证明灰 07 与 or - WOT 在 d 上的诱 
导拓扑相同.设 如果』 中网仪《}及元 t 使 2 v>t 

OFOT ), 对于丑中点列 {%}<_|“|| 2 < + oo > 可取 I 使 

oo 

XI l X nV <lQy 

n 二 m 

干是，由 (( r a — 二 1，2,…， AO , 有0£ 0 ,当 oc 0 —(< x 时, |( CT a — 

£ j °° N f e \ 

X k ) I < 3 ^, 于是 I 2((L — 了) 心， ^^\ zn ) + 2 c # 

‘ I n-l 7t 二 1 \ / 


Z ； IIW 2 <6 从而 L —>0( cr - WOT ), 即 2 V -> T ( c - 灰 OT ) •由 

v. A，+ 1 

此 nj * 见 WOT {£ A 上的诱导拓扑比 C 7〜 WOT 在 Z 上的诱导拓扑 
强.又由 W 理1，知 a - FOT 比灰07 1 强，所以 o - 灰 0 T 与 WOT 

/£ 3上诱导拓扑迠相同的.证毕. 

定理 3 ( B ( H — H )， H ) 的单位闭球是 
f 勺紧集. 

证对于丑中一对元; r ， y ， ~ K x ，v 二 { yi | A6K ,| / l | < IkII * l ^ ll }> 
把 元素对 作为足标，作的乘积集.由 Thxohob 定理，在 
乘积拓扑下 ，X Z *， y 是紧 空间 . X y 中的元中是孖 X K 的 

映射，且满足 I 炉 ( n ) I <lkH 3 d (a 

聊 （ H — H )， 卜||) 的单位闭球为隼对于7^4,令 A 丑 x 丑 

-^ K ： { x f y )\~^{ Tx f y ) 9 这时，是的映射.记 
A 的象 { fMrex } 为中用 WOT 的诱导拓扑， S 中用 x /^^的 
乘积拓扑的诱导拓扑.由拓扑的定义即知 FH — f 是的 f 司 
胚映射，因旧要证明 z 足（方(//->//)，爪中紧 m， 只要证明 s 是 
x /^,1/ 中紧集.由于紧空间，所以乂 U 要证明万是 X 





奶乂# 拓扑线性 Afnl 


中闭集即 "f. 

设 B 中网 f a ->( p 0 ^ X K x9 y K|J { T ,^ x y y ) - xp Q ( x r d ) ( x f yt/z) •易 
见这时 糾关 干第一个变元^是线性的，关于第二个变元V是共轭 
线性的，且因I㈣ 所以有使糾 
(^， yXT \ x ， y ) ( x ， y 6 H ). 因而史 0 二沪 0 EB ， 即5是 中闭 

集.由此 B 是 xL，， 中紧集，而 Z 足队6^紧的. 证毕. 

系 ( B { H -^ H ), WOT ) 的子集是紧集的充分必要条件是(石 
(if—F), 硏 OT) 的有界闭集. 

证必要性是显然的. 

充分性设4是（万（//、//),灰 oy) 中有界闭集，由于 {(L, 
,)1 托是有界数集 ( A 妗丑).固 定士丑 B、t , 由 
对任何 y ^ H 是有界数集，由 一 致有界定理，即知 {!1U I 是 
有界集，再由一致有界定理， {iriiirei} 是有界的，故有 c 使/ 
CZCA(A 是（召(丑—孖），I •〗）的单位闭球.因为是 FOT 紧集， 
由戽是 WOT 闭的，故為是 PTOT 紧集.证毕. 

系在 B (丑~>丑）的所列的各种拓扑下，有界集是同样的. 
定理4 ( B ( B ^ H ) WOT )^^( B ( H -> H ), SOT )^= ( B ( H ^ 

H ) 9 S*OT)^ f a-WOT)^^ {B(H—H) ， cr-SOT 、株二 

( B ( H — H )， cr _ S * OT )，. 

证由于灰6^是由一族线性泛函导出的拓扑，所以 ( B ( H — 
H ) WOTy 也就是导出 TfOT 的这种线性泛函所张成的线性子空 

间. 又由硏 ore 从故 （ B (丑 — 好），眾07^0=(5(丑- > 丑） ，占 O 
T )^. 现证相反的包含关系.设 #(5(//—//), 洲 T )' 由 3.3.3 
定理5系2,有好中有限个元〜心， …,; r„ 及数 c， 使得 

\g(T) XcmaxdlTa?!!, l^cj) 

记，…，即知 (TEB 

V a=i 




§3.4 几种局部凸空间 


237 


(灯 — 孖））.作 n 个//的正交和空间/7中的 
元罗的形式 为歹二 （H， …， h) (A, …， V^H) . 在及中，规定内 
积为 


(歹，芝）= 2] (%，〜）（歹=(穿1， …， Vid ， 玄={艺1 ，•••，〜)）， 

H 是个 Hilbert 空间.记於。）= O ' …, O 氏异). 

的线性子空间, 

记作为，作纪。 〉 上的线性泛函歹 如下: 歹： （? vr ， 

夕 (T), 当 丑）使(7〆°),…， Tvn^CAdV", r 2 

⑼)时，由前面的不等式可知八几一7 2 ) = 0,因此0的定义是确定 
的.并且对任何斤妒。>, \g{y)\<：\\y\. 由 Hahn-Batiach 定理， 
g 可以延拓成5上的线性有界泛函，由荇是 Hilbert 空间，故有 
荇中元 #)=«,•••, #), 使得 

师 = (h，) (斤及(。>)， 

从而对任何 7^5( 孖―丑)， 

gm KTxf ， …, Tx ( n °>) = ((^vr …， 7 V ft D) ), «,… ， zT)) 

=S ( W , 奶 ， 

16*1 

所以夕 e(B (孖 —HXWOTO' 由此 (B (丑- >F), WOT )^=( B(H 
^ Hy f 80 T )\ 

对于其它情况，下面指出证明过程中的不同之处.由于 T7GT 
CZS * OT 9 WOT )* d(B S * OT )\ 如果长 （B 

(好->丑)，#仍0 # ，这时有 /T 中有限个元心>，…，^,使得 

ihmKj^EcwTxf \ 2 +1 T* x ( n 2 > ( 則 ( 丑 ^)). 

T fc ^ 1 

记苁是丑的共轭 Hilbert 空间，并作 n 个 H 与 n 个 ff 的正交和" 
T) 孖㊉…㊉孖㊉ F ㊉…㊉仍记为总，/7 中元的形式为 （ L , 
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… ，心 ，… ，心丄 ^ f H 中两个允 t 内积是 

(汉，之）™ ' (女 1， Sl ) H ~*’’+( yn ， Zji ) + (^ n + if Pn + l ) + ••• + (^2 n > 2^2 n ) • 

同样记 { Cr 々 , … ， TxT,T*xf f -. ，r*0 丨 TEB(H~>H)} 为异⑻ ，因 
为苻中的数乘与汗中数 乘不同 仍是 的线性子空间.又由 
A 作沒 ( 。> 上线性泛函 

h iTxr ^- f Tx ^\ T ^ xT 9 -^ T * x i S > )^ h ( T ) 9 % 的定义确定 
且1<1冽（，沒 w ) ，于是有异中元，二«，…，4°纟）使得 
Hy )^ (歹, 迄⑻）左， ，即对任何 TeB { H ~> H ) 9 

A(T) = ((7VA".，n))， 以巧，…, r e) ， （#, …，对>”） ） 

- c?vr，？r ) 十…+ ( Tvy, o + avA.x?)) 十… + (t 

而得 he ( B ( H ~> H ), WOT )\ 

在证明 （B (好 —//), a 〜 SOT )* Cl ( B ( H — H )， cr-TyOTV 时， 

要作的 5 是一列 // 的正交和，而在证明 （5( 丑 — 

{ B { H ^ H) f a-iFOT 7 )# 时，就要作一列// 及一列 ff 的正交和，其 
余都是相同的.证毕. 

注 这里用的是直接证明的方法.实际上，为了证明（万(//— 
H ) 9 SOT )^ CZ ( B ( ff ^ H) f W 0 T )\ 又要证明双^ 比 的 
Mackey 拓扑弱.对于任何一个 丑中元 x ， 记 ^ CO 二 |TJ|C^ 
5( 丑4丑)），由 {〜}— 个拟范数所决定的 SUT—i/) 的拓扑比 TFCKT 
的 Mackey 拓扑弱.（这时相当于《= 1的情况，不需要作正交和 
空间 .） 而由此可知，由 {Ware //} 所决定的拓扑即 S07 7 仍然比 
疋07的 Mackey 拓扑弱.这样，就可省去作正交和的步骤.但在 
证明 S *0 T 的情况时，还是要作正交和的. 

系 1 WOT ^ ( SOT ) w , W 0 T = ( S *0 T) w m 同样， 
( a ~80 T ) w =- ( a ~ S *0 T) w m 

系 2 如果 S 是石 CH ^ H ) 中的凸集，则 B { WOT >^ B isOT ^ 
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^ OT) -WO T) ___ - SOT) __ J^(o -s^O T) 

系 3 当沒是无限维时， WOT^a~WOT f SOT 抑 -SOT ， 
S，OT 初 -S*OT. 

证 取丑中 就范正交点列{心}，并记，令 / 为 

n 

CO 

f(T) = 】Z {Ty ny y n ) (TtB(H->H)) 9 

n-i 

易见斥 （B ( 丑 —JI) ， cr-WOT：r • 但对于 （ J 5( 丑 — 汀）， WOT 7 ) 中 

( 

的穿，汉是有限和的形式，设 g(T) = 2 {Tz k ， u k ) iz '， 〜 

K 

, 但在 y \ t m % m fVi +\ 张成的 i f i 维线性子空间中，必有非零 
X 夕。与 A , W •，〜 都正交.记{如}张成的一维空间上的投影箅 
f 为 P ， 易知 〆 尸 ） = 0但 /( F ) >0, 所以 因此 fe ( B ( H ~^ I/) f 
WOT)^, 

由于在 < r - TFOT 及 TFOT 两个拓扑下，线性连续泛函不一样 
多，故 cr-WOT ^ WOT 不同，冏样， <y-SOT 与 SOT 不同， a - zTO - 

r 与不同.证毕. 

由系3及定理1的系，可知当丑是无限维 Hilbert 空间时， 
/?(丑3孖）的拓扑 WOT , SOT , S * OT f a ~ WOT , a - SOT , a - S*OT 

是各不相同的.而其中的几对拓扑如洲 T 与 a - TFOT 7 , S * OT 与 
a - 况? T , 以 6^ T 与 cr - TFOT , 是不能比较强弱的，即这三对拓扑中， 
没有一个拓扑是比另一个拓扑强的.实际上，范数拓扑1 • »是比^ 
强而不相等的. 

引理 3对于 T 0 eB(H^H) f 映射 Th-^TToRTb^ 了#在 

4 

所说的七个拓扑的任何一个下都是的连 
续映射. 

证由于这两个映射是线性的，只要证明在0点处的连续性 
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即可. 下面仅对 SOT 来证. 设 中的网 { TJ 使0 
(SOT), 故对汝丑, | —0, 从而彳 T 0 T a xl^\\Toh\\ T a x\ —0, 即 八 

0(占0乃，而对 xeH ， 因为 TV 是//中元，所以3 T a ~>0 ( SO - 
T ) 时，||八 TVrl — 0, ( K "), 即 T a 7 V >0( SOT ). 所以这两个映射 
是 SOT) -> (BSOT) 的连续映射.对于其它 
拓扑,证明也类似.证毕. 

定理 5当//是无限维 Hilbert 空间时，映射 CT , 幻 —7^ 在 
SOT 7 下是不连续的（这里指作为二元映射是不连续的). 

证直接证明在 (0,0) 处的不连续性.取汉中元: r。 使1^1 = 
1, Id O=^O(0; x 0 ; 1) - {T11 Tx,\\ <1}. O 是 0 的所邻域.对于 
o 的任意两个 SOT 邻域 £/ 及 F ， 不妨设 

U = O{0; x l9 ***, x n ; = {T\ \ Tx k \ <e, 1,2, •••, «} (其中心 

… ， x n ^ ： H ， e>0), 

而 F 包含了 0 的范数拓扑邻域 6 K 0; ①={別 II 奶 <(5} (8>0). 
取"中与〜，…，〜都正交的非零元％，记{%}张成的一维空间上 
投影算子为易见 pet / 且对任何 AeK ,^ pet /. 并且取心65(好 

— 及）使仏心二％，（这样 的&显 然是有的）.于是， s 0 e v f 

但由此,映射 ( T , 幻卜- M 不连续. 

实际上，乘法映射作为 SOT)x |卜〖）— 

SOT) 的映射，在 （0, 0) 处也是不连续的.证毕. 

定理 6设五是 （万(丑―丑)，|_||)中有界集，则乘法映射： Bx 
B(H—H)—BiH—Hh(T ， S)[~^TS jk SOT 连续的. 

证设 m cres ) ,又 T 0 eB , s 0 eB ( H ^ H ) 9 对于 的 
SOT 邻域 O 二 Oa 。 沒…，; r „; e ). 由于 

KTS-T,S^x k \<\\ {T8-TS Q )x k \ +| (T-T Q )S^ k h 
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^0^2? *_*， 



, V^Ol S 0 ; x ly x 2f 


x , 



时，当 T ^ Bf ] U f SeV Tseo , 因而乘法映射是 Bxs (孖 

->^7)55("—") 的从 ^连续 映射.证毕. 

定义设 TEB ( H -> H) f 如果： T * = T 且 { Tx y x)^Q ( xEH ). 
则称 『是則 "■>") 中的正算子.如果 是則丑 ~>丑）中两 
个自共扼算子且 T 2 ~- T { 是正算子，则称 A 比几大,记为 
如果 { TJ 是中由自共轭算子所成的网，且当时, 
，就称 { R } 足单调上升的网.类似地定义单调下降的网. 
这两种网统称为单调网. 

定理7 B(H ^ H ) 中的由自共轭算子所成的有界单调网必 
SOT 收 敛的. 

证设是由趴 //—//) 中自共轭算子所成的有界单调网， 
不妨设是单调上升的网，这里有界是指 mil 是有界的.对 ze #, 
{( T a ； M )} 是有界的单调上升的实数网，故 {(7 Vr ,: r )} 收敛，从而 
^^《^//，{(^，，^^也收敛.^ ( p ( x , y ) ^ Mm ( T a x , y ), 易见 

<x 

关于尤是线性的，关于 g 是共轭线性的,且有 C 使 | < p { x 9 y )\ < cib | 
^1. 因而有丑）使沪(无， y ) = ( T 0 x ， y )( x ， ye 丑），从而 A 
— TV ^ OT ). 由 n-^Ti ( WOT ), T ： = T a , ^ T 0 * - T 0f KT a < T 0 . 

现证当 T 是正算子时， ( Tx ， y ) 满足内积除 
( Tx f x )=0 不能保证外的条件，因而 Schwarz 不等式成立, 
即 | ( Tr , y )| 2 < ( T ^ c f x ) ( Ty t y ) ( x f y ^ H) t 因而对 x ^ H f 

1 (To-TJxV^aTo^TJx, (m)〆 

* * _ . 

< ( ( T0 - T a ) x 9 x ) c (To - T a ) 2 ir , ( T 0 - TJ x ) , 
由 !i T 7 。一 7^1 有界， r 。（ WOT ) ，即知 K A — A ) 戈 I —0, 从而匕 
^ T Q ( SOT ), 证毕. 

定理 8 记万中的正常算子全体为则 映射： N — 


•\4^ Ut ：： 
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是^^连续的. 

证 由正常算子的定义，当时所以 rhT * 是 
N—N 的映射，且当 Te/V 时，对;丑， \ Txf ^{ Tx , Tx ') = ( T * Tx 9 
x )=^ ( TT * x , x ) = ( T * x , T * x )^ \\ T * x \\\ 故 | rar || = \\ T * x \\ { TEN , x 
e 汀). 

设 I 中网 { TJ 及元使 a — aotot )， 从而对汝丑 ，I (八一 
Akll — O . 现证巧― T ^ OSOT 7 ): 由于 

\\( Tt - n ) x \ 2 ^ an - Tt ) x 9 m - T ^ x ) 

- I T a x 1 2 + I 1 2 — (T ： x 9 Ttx ) - ( TU 9 Ttx ), 

由于 T a ~> T ,( SOT ), 故 T ， T 0 { WOT ), 从而 T:~>n ( WOT ) 9 所以 

( T ： x , nx )^( TU , TU ) = lTUi 2 ^ lT 0 xi 2 ) 

又因 li (A - A ) z I —0, 故 1 I — 17 V 1, 因此 

||(n — n ) d | 2 ~ H 7 Vl 2 + l ^? Vrfl 2 —||7 Vrl | 2 H |7 Vr | l 2 = 0, 

mn ^ TusoT )^ 证毕. 

3.4.6 归纳极限与投影极限 

本小节中主要是介绍两种由一族局部凸空间来构造新的局部 
凸拓扑的方法.并讨论一些基本的事实. 

引理1设 （ Z ^, rJ ( ae /)) 是一族局部凸空间， L 是线性空间， 
又 R 6 L ( L a — L ) 且 U 7 U 4) 张成的线性子空间为 I ,则有 Z 的使 

每个 A 有连续_ 

如「&。，对沃由假设可知有乃中有限个％，…， a n ly 战 k 
(无 =1,2 ,…， w ) 使 z 二 T a ，+ … + 八^. 从而有 e>0 使 ey k eT~\ 

F 中的 OLMinkowski 泛函全体 
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定的1的拓 

对于任何, P 是 F€T a 的 Minkowski 泛函，山 

= FT ~ HO ( Q ； P ； J )) l ± O (0; p ; 1) 的正数倍的有限交 
^ — 1 1 ^ : ^ " 

全体 (P 中的拟范数）足 r 的 X5 部基，因而 L 是（\, r a )->(L, 

r) 的连续映 A m V 使得每个 A 都连续 • 〜 


如果 局部凸拓扑 ,且烤楚 ( 
的连续映在 


L ⑽ 0 — (1 山 ) 

,从而 W 是 r 开 


集，所以 r t Cr ， 故 r 是使每个 A 都连续的 Z 的最强局部凸柘扑. 

’ 定义 设 (4,0 是一族局部凸空间, L 是线性空间， 

— 厶)，且 L isp ^ nlT ^ LJ ， r 是使每个7^都连续的 i 的最强局部 
凸拓扑，则称 r Mt T a 这族映射下的 ( A , rj 的归纳极隈拓扑，而 
称 ( L , r ) 为在 A 下的 （ L a , h ) 的归纳极隈. 


注 引理1中 Z 的使每个 A 连续的最强局部凸拓扑的存在 
性，并不需要 UK 4) 张成 Z 的条件.实际上由 3.3.4 引理1, 

由4是 I 上拟范数， " A 是 ( L a , r a ) 上的连续拟范数 ( a € Z ))} 所 
决定的拓扑就是所要的拓扑，但如 U '( LJ 很小，例如所有都 


是零算子时， r 就是最强局部凸拓扑，（即由 I 上一切拟范数所决 
定的拓扑）而与 L 无关了.所以一般对？\加上这一要求.下面 
说到 （4, rj 在匕下的归纳极限时，认为自动满足上述的要求， 


定理 1 设 局部凸空间 T^mmu 

> L ) ，则從汉(【〜。的充分 

必要条件是对任何 

证必要性由连续映射复合的连续性即得. — ’ 

■ ，■一、 

充分性设对 任何 卜 ^连 续 (^ t ) 的 
衡凸 邻域仏 ( so ~' T 2 i G i (^ 从 诏 
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心 0 (j."ij! 师 t 巾 iuiy ), 山此 >v ] C^j ij jX 这 垃连续的. i 止毕. 
定理 2 桶戌空间的 _ 

证设 （ L , r ) 是 (厶, rj 在 L +的归纳极限，且 （ L a ， rJ 都是 
桶式空间.如果 F 是 （ AO 中的桶，即7为 （ L ， r ) 中均衢闭吸收 
集，记 K = ；? V ( F ), 则是 ( L a ， rJ 中的桶.记 F 及 PF a 的 Mi ¬ 
nkowski 泛函为1?及1，由 （ A «， r a ) 是桶式空间，是以0为内点 
广勺，所以 L 是(总， rj 上的连续拟范数.由于 0(0; g a ; l ) CW a , 
(0(0; q a ; 1)) CZK , 因此当;^4使1 ⑻ <1 时, T a zeF , 槪 viT a z ) 
<1,这样，当甿4使 g a OO < i 时必定》0^)<1(不会？(几2)= 

1), 从 mr a ( o ( o ; q a ， y ) C 0< O ; A 1) ,即 0 ( 0 ； g a ； i ) cr : 1 ( O ( o ；?； 

D ). 反过来因 o ( o ; % i ) c ：7, 故汉 eT 7 a ， 

从而同样这时 lOO 不会等于〗.因而 ？ J 20< i , 即 1 
( o ( o ; p ; i ))= o ( o ;$ a ; i ). 由此， 0 ( 0 ;?>; 1 )是 1 > 中均衡凸集，且 ry 
(0(0; p ; l ))=0(0; g a ; l ) er a , 因而 0(0; 史; l ) er D (见引理 1 中记 
法).由此 0(0; 朽 1)& T , 即 F 以0为内点，所以 （ L , r ) 是桶式空间. 
证毕. 

定理 3囿>间_归纳极限是囿空间. 

证 设 a ， t ^ l a ,0 在凡下的归纳极限，且 ( k ， h ) 是囿 
空间，又是 A 上拟范数，并在 （ L , r ) 的有界集上有界. 

记 0 = 0(0; % 1 )， L = (0) 并记泛函为 I 
对于 (4rJ 中的有界集丄，由 3 . 2. 4引理2的系， A (‘)是 ( L f r ) 
中有界集，所以有 e>0 使 eT 9 ( A a ) dO f 于是 eA a C 7 ^ ( 0 ) =V a ， 

而 L 在毛上有界，由于 ( LO 是囿空间， L 是(心匕）上连续拟 
范数, 因0中点都是内点，故 K 中点都是内部点，所以 = 0 
(0;^； l )6 r a . 由此 06 r 。 (见引理1)，而④是 ( L ， 动上的连续拟范 
数.故( I〆 )是囿空间.证毕. 

作为归纳极限的例子，下面指出两个特殊情况. 
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设( I ， r ) 是局部凸空间,心是 Z 的线性子空间，<3是 L -> L / L 0 
的商映射，则（尽 r ) 在 <2下的归纳极限就是 (L/L 0f r e ). 在这情况 
下，足标只有一个. 

在定理2中证明了桶式空间的归纳极限是桶式空间，而商空 
间的商拓扑是归纳极限拓扑.对于 Banach 空间，更进一步可知 
商空间也是 Banach 空间. 

设 (HI • II )是 Banach 空间， X 。是（ X , |卜 ！） 的闭子空间，则商 
空间 （ X / X 。， | • |)是 Banach 空间. 

证 设 {〜} 是 (X/X 09 I • I) 中的基本点列 ，& 是陪集.由定义， 
b „ ll = inf { blue %，}, 所以有 {^ B }, 使得 ail 〜 |<| 〜1 + 

$0 = 1,2, …）.易见 {〜} 是 （ X , H ) 中基本点列，于是有 a : ❶ ex 

使‘-^。(叉，卜1),目口|| ‘一; r 0 | I ->0. 由商映射的连续性，即知^ 
— 至。1—0,也即 I %— hi —0 . 证毕. 

另一种情况是，设 i 是线性空间是 I 的一族线性子空间， 
且 Uk 张成的线性子空间为 A L 是4的局部凸拓扑，并令 

a 

la 卜^，这时， ( L a 山) 在7\ 下的归纳极限拓扑 r 是使 r 在 
K 上的诱导拓扑比 r a 弱的 Z 中最强局部凸拓扑. 

定义 设 (4,0 是一族局部凸空间, L 是线性空间， T^L{L 
—4) ，且 n R 1 ({0}) = {0} ,则称使每个 y a 都连续的 z 的最弱拓 

a 

扑^为(匕,0在下的投彩极限拓扑，又称 a , r ) 是 ( L a , rJ 在 
A 下的投影极限. 

投影极限拓扑的意义是确定的.由3. 2 .5定理2及系，这是 


向量拓扑，且 


{T^COJIaeZ), 


是 r 在0点的 




因而 r 是局部凸拓扑.实际上， { klTJctGZ ), 
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L 是 (4/0 上连续拟范数 } 就是决定 r 的 Z 上拟范数族 . 门 ？ V ({0}) 

• - - a 

- {0} 对于使每个续的最弱 拓扑的存 必要影 
极限的定义中加上这个要求.足标集在定义中略去未写出. 
引理 2 Hausdorff 空间的投影极限是 Hausdorff 空间. 

证设 a ， r ) 是 （ L a , r a ) 在 L 下的投影极限，且每个 (LrJ 
是 Hausdorff 空间.对于1/中非零元: r , 由 HR 1 ({0}) = {0}, 故 

a 

有 Ooei ), 使7^。 x ^ o . 因 （ i a 。， r tf 。） 是 Hausdorff 空间，有连续拟 
范数 ‘使、 （、 a ;) #0,所以 gd 。 O )#0, 而“是 （ Z , 
r ) 的连续拟范数，由此 ( L , r ) 是 Hausdorff 空间.证毕 • 

定理 4设 a , r ) 是 ( L a , r a ) 在1下的投影极限，又 ( I , f ) 是 
局部凸空间，從 l ( i — L ), 则沒 esa -> L ) 的充分必要条件 是：对 
每个 a f T a oSeB ( Z ^ L a ) m 

证必要性由连续映射复合必连续即得. 

充分性对 a 及 CL „, rJ 中0的均衡凸邻域由于 T^COJ 
的在厶下的原象『 而因为 { T - 1 
(OJ |0 EeZ >,6> a 是 a a , rj 中0的均衡凸邻域}是 r 在0的子基，故 


汉是连续的.证毕. 

定理 5设 ( L , r ) 是 ( L «, r a ) 在凡下 的投影极限. 2 C ： L , 则4 
是 ( L , r ) 中有界集(完全有界集)的充分必要条 件是: 对每个 
U ) 是 (4, r J 中的有界集(完全有界集). 

证必要性由 3. 2. 4引理2的系及引理3即得. 

充分性设且对每个 a , A ( d ) 是 ( L a , rJ 中有界集.对 
于 osGZ ) 及 ( hrj 中0的均衡凸邻域，有 e >0 使 eT a ( A )( ZO a , 
故 eAaT - 1 (仏)，即 R 1 ( A ) 吸收次由于这种集 A 1 从)是 r 在 
0点的子集，所以2是 (1, r ) 中有界集 . 、 

， 

现设使 AC 4) 是 （ Z a , r a ) 中完全有界集.对于有限个 
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足标％，《 2 ,…,〜及(2^,、）中0的均衡凸邻域仏（为简化足标 

71 

而记为％)，记 <9= f| 山这种 形式的0构成 r 的局部基, 

*=1 

故只要证明有 i 中有限集 B 使 ACZB- hO , 

对左=1，2,…，71，记 V k =--O k> 由于'⑶是 (Z^，r at ) 中完 

全有界集,故有 R fc C 4) 中有限个元，即相应地有 A 中有限个元 
… ,4^( 叫与々 有关），使得 

U ( 〜 4 fc) +D. 

J=l 

因此， 

m i /I \ 

ACZ\J ixS^ + TH (F,»- (J { xY ^\TH{O k )y 
由于此式对 1,2, …， 《 成立，故 

^ cn / u (^>+|^( o t ) j , 

由此， J 被总共个数为叫叫… m tt 个的集覆盖，其中每个集的形式 

n 

为 fc 0 ( ° k) )* 取这种形式的非空集 ▼, 易见灰 一 

Y T ~ a l (O k ) -\ t ~4 (O k ) <ZT ~1 (O k ) (A = 1,2 ，…， n), 故 W —TfCI 

对怀中 元心灰 -^C6»， 故 IF 匚 ^ + 

因此， d 被有限个集所覆盖,其中每一个集 TF 都在 z + O 中，所 
以有I中有限个元 A， 2 2 ,…,〜使 

^c ： (J (^ + 0), 
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从而2是 ( Z ， r ) 中的完全有界集.证毕. 

设 (4, r «) 是一族局部凸空间，令 L = xL a ， L 中的加法和数 

a 

乘按通常定义 ，令几 炉 ( a ), 这时，（总,*0在7^下的 
投影极限拓扑也就是乘积拓扑.投影极限也就是乘积拓扑空间. 




第四章 Banach 代数 

Banach 代数的理论是从四十年代开始发展的，它是研究带有 
乘法的 Banach 空间的性质及应用的理论. 

在 Banach 代数中，除线性运算及范数外又有乘法运算，因而 
代数的槪念和方法，如逆元、理想等起着更为重要的作用. 

在分析学中许多重要的 Banach 空间可以适当规定乘法而成 
为 Banach 代数，典型的例子就是 R 上 Lebesgue 可积函数以卷 
积作为乘法时，它就成为 Banach 代数. Banach 代数的理论在经 
典调和分析及抽象调和分析,群表示论,算子理论及函数代数等数 
学领域中有广泛的应用，而它的理论本身也综合了函数论，抽象代 
数等学科的技巧. 

本章讨论 Banach 代数的基本理论.并且还讨论了更特殊的 
一些 Banach 代数，如对称 Banach 代数及 C* 代数等 ,并举出了 
Banach 代数理 i 仑的应用（如 Wiener 定理). 

§4.1 基本概念和性质，元的正则集及谱 

本节讨论基本的代数槪念.并在 Banach 代数中给出这些槪 
念的基本结论_举了几个常用的 Banach 代数的例及在这些例子 
中，元的正则集与谱的计算. 

4.1.1 代数，单位元，正则元，正则集及谱 

定义设丑是线性空间，又在丑上有二元运算，即丑 x /? - 
的映射： i ^ 9 y ) ^~^>2^(称为乘法)，它满足 
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(i) {xy)z = x{yz) (x ， ?j ， z€R); 

(ii) (ar + y) z 二 ; r 之十 xiy^z) =^xy-\-zz (x ， y ， z€R); 

(iii) A(xy) = (Ax)y^oc(Ay) 0, ySR, 

则称及是代数. 如果丑 中有元 e 使得 ex^xe^-x(xER), 则称丑是 
有单位元的，而称有上述性质的元 e 为丑的单位元.如果 W 二抑 
Crje/e)， 则称丑是交换的. 

如果在代数丑中有范数卜 11( 作为线性空间丑而言的范数），而 
且 H 满足 

(iv) ㈣ l<W _ W (x ， yeR 、， 

则称5或(丑，|卜»)是賦范代數.如果(丑，卜1)是完备的，则称 (A 

卜|)是 Banach 代数. 

注意,有时会考察仅有零元 {0} 的代数，这时，认为这种代数是 
没有单位元的. 

例如，在 Banach 空间（开,| .1) 中，规定抑=00,^丑)，这时 
丑就成为 Banach 代数 • 当然这样的 Banach 代数是平凡的 • 

引理1设 i? 是没有单位元的代数，令及 = Kxi ?， 在5中按 
通常方法规定加法和数乘.且规定乘法为 

d 怎）（"， y ) 二二 Q 入( X ，入 y y //文十 xy ) 

则及是有单位元的代数.又如果(丑 ，卜 D 是 Banach 代数，但丑中 
没有单位元,如上作良并令 || W , 均 | 二 M | + IWU 则 （S, I • 1 ) 是有 
单位元的 Banach 代数，而(1， 0) 是及中单位元. 

证直接验证即知.证毕. 

引理2若及是有单位元的代数，则单位元是唯 一的. 

证如果 h，e 2 都是及的单位元，则 e 1 ^e 1 e 2 = e 2 . 证毕. 
在引理1中，如果及是有单位元 e 的代数，仍可作这时， （1, 
0) 是 及中单 位元而 （0,e ) 不再是单位元了.通常当 i ? 有单位元 
时，不必再作反及称为由丑添加形式单位元后的 代数. 当丑是 


务 4.] 甚本概念和性质，元 fe 正则集及谱 


2 Si 


有单位元的代数时，单位元总记为 e . 

定义 设 丑是有单位元 e 的代数，如果有 E 中元 y 使 
料 0 =^(2^ = 6)，则称 ar / 是左 （右)可逆的 .而这样的夕称为％的左 
( 右 ) 逆元 . 如果既是左可逆又是右可逆的，就称〜是 可逆元 

或正则元 . 

引理 3设及是有单位元的代数， 成丑 是正则元，又 y 是〜 
的左逆元，2是； r 。 的右逆元.则 y = z , 

证 y ^ y (x 0 z) = iyx ^) z ~ z , 证毕. 

系 如果 〜是有 单位元的代数 $ 的正则元，则％只有唯一 
的左逆元,它也是 A 的唯一的右逆元. 

定义 设 E 是有单位元的代数， 〜是 E 中正则元，则称 々的 
左逆元(也即右逆元) 为％ 的逆元 ，记为 ^ 1 . 

引理4设 i ? 是有单位元的代数，％都 是丑中 正则元，则 
^0^0是丑的正则元，且 (^ o ^ o ) 

证 因为 （ y / w 1 ) Ooyo ) = 另一面 

也类似.故正则且0#。）〃二巧 1 .证毕. 

定义 设丑是有单位元的代数, 成 R ， AeK, 如果 Ae~x Q 是正 
则元，就称 A 是％ 的 正则点 ，不是正则点的数就称为是％的 谱点 . 

的正则点全体称为; r 。 的正 则集， 记为 p Xo ； x 0 的谱点全体称为 
^0的谱，记为 0^,. 

定理 1 设丑 是有单位元的代数， X ， y eR ， 则 a#u{0} 

-^rU{0}. 

证 先证如果 (e — 1) 正则，则 （e — yz ) 也是正则的. 

如果 （e — 叫)正则，令 z^e+y(e~xy)~ l x, 于是 
(e~yx)z= (e — yx) + (e — yx')y(e~~xy)~ { x 

= (e —yx) -\ry(e~xy) (e—xy) ~ l x^=e—yx^tfx = e a 
同样可验证;所以 e —料是正则的. 




i :. 1 嫌 •:! 
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由此，如果 > Mo , 且 o -- 轉)正则，于是（ 6 — gy ) 正则，由上 

所证 ， （e — y ~)=- x Ue ^ yx ^ 正则，故(扣 一 沢）正则. 

所以，当时，由可知 A 6 p y;r . 因 X 与甘 地 位相同 ，由 
於 /V 可知 Aepry •由 a xv 二 ( p xy ) C , a vx ^ { p yx ) \ 即知 O * rjfU {0} = 
cr yx U {0}. 证毕. 

引理 5 设 ( AHI ) 是陚范代数， 細， 则 lin ^/ pT 存在且 

n-^oo 

lim ^ Mr ^ inf ^ jMT . 

n 

证 记 in # f 7 pT 为 \ 对于 e >0. 有《 0 使” V ||，|| <a + «, 
即 ||; r B i <( fl + e ) B <>. 任何自然数》可唯一地写成为 n = ln 0 十 m 其 
中 Z 是非负整数，饥是非负整数且饥<抑一 1. (“饥都与^有关）， 

当 + oo 时，2->0,从而1,由 

n n 

iix n \\<\\ x i ^w I x r < 1 w。r i zi m < (a s ) in ^ x \\ m , 

故 ^ / |1 怎 1<0* + 芒） " |a ： l| ' 令 u—+ oo, 即得 lim^ila: n ||<a+e. 

n-^co 

由于 e 是任意正数，从而但由定义，有 

n-^=o 

x n \\ ，因而 lim ^|| x T, || =a = inf v^l x n \ . 证毕. 

n-+oo 71400 n 

弓 I 理 6 设 OU . I ) 是有单位元 e 的 Banach 代数，则有 i ? 上 
范数！ + 使得 III 与 I *1 等价， OUI ) 是 Banach 代数且 

I e I 1 = 1. 

证对于: r €/?, 作 A x : R — R ' y 卜今 x 衫， 易见八 #5( 丑- >5) .由 
l ^ l < lkllly|I ( x ， yeR ), 故 又因烏 e =: ，故 

因而 ^ <M J <14 . 又当$= e 时, 4是恒等算子， 1= i . 对于 

托丑，令 Ull =1411,因为 I 对 = =14^11<144 • MJ = 
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\4 i - ly \ u 又算子的范数是 b ( r — r ) 的范数，因而1 • I ,是及的范 
数，易见 H 1 满足引理的一切要求.证毕. 

由引理1及引理6，不妨只讨论有单位元的 Banach 代数，并 
设单位元 e 的范数为 1. 

在讨论有单位元的 Banach 代数的谱的性质时，一般假定及 
是复的代数. 

4.1.2 Banach 代数中元素的谱 

本小节中总设五是有单位元《的复 Banach 代数，且单位元 e 
使 =1,其中有些定理不需要复的假设. 

弓 I 理 1设 及中元 z 使 1 W 1 <1,则 e - z 是正则元. 

n 

证令 y = e + ar + x 2 + z 3 + … 十 / 十 … ，由于 H ;r| <1 ，记心 = 

fc = 0 

x k ( x ° 表示 e ) ,则 {〜} 是中 Cauchy 点列，故 { y „} 收敛,其极限记为 
y . 由 y n O — Z ) 二 （e — X ) 二 e — ar rt + *->6，即知 y (e — ； r ) = (e — x ) y 

oo 

，所以 .e — a : 正则且 （e — 欠）一证毕. 

jfc = 0 

定理 1 中 正则元全体是 CR，I • » ) 中开集，且在正则元全体 

上，映射:；是连续的. 

证 设; r 是丑中正则元，记则当 ^ O 0 r ; e ) 时， 

I 3 ? II 

I 穿 一 工 1 <e ， 而 y = x — (x — y)=x(e — x~ l Cx — y)). 由 la^O — 201 
<1,并由 4 .1.1 引理 4 ,即知 y 是正则元. 

当 yeoiz ； 时， 1:- 1 ( X — y ) 11 < y , 这时1 0 — 如 一 20 )- 1 

<2, 从而 l 2 T 1 |<2 l a r 1 |. 从而 

lar 1 — = 1 OrA— 20 : 一 2 im—yl, 

即知映射是连 续的. 证毕， 
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系对 : Px 是开集.且当 >^€ p x ，|A — / 0 | - —— 

HA 0 e - x ) ^ 

时， 

oo 

{Ae~x) m ' x = (A 0 e — x) 2 i^e — x) - W —』)*• 

fc = 0 

证 分别以 Ae —; r ，“一 ar 作为定理 1 中的 ar , JT , 即知 （▲— 
怎广 1 可写成这级数的形式.证毕. 

定理2对 xeR ， cr x 非空. 

证 用反证法，如果〜是空集，则 P *= C ，于是 (2 e — a :) _1 对 
任何 ^ ec 有意义.且在每个為 ec 附近 ， We — W - 1 可写成级数 
形式.对任何 fea *， /( Ue -: r ) <) 是整函数. 


当 AeC 使 | A |>21 刎时， Ae — j ), 所以 

从而 l/((Ae-a：)- 1 ) .由 Louville 定理，得 

fi(Xe-x) sO. 

这显然不可能，从而得出矛盾.所以 < r x 非空.证毕. 

由于当 A 6 C 使 | A |> W 时， Ae Px 9 所以 〜是 C 中非空有界 
闭集，数 sup {| A | U 6 aJ 称为元 a ; 的谱半径，记为 r ( z ). 

定理3设及是有单位元的复 Banach 代数 ，: re 及，則 

r(ar) = limv / |a; n |l. 

A 

证 仍设为《.当； iec 且 m |>^时，由于 


是收敛的，因而级数^^的部分和是 Cauchy 点列， 

fc = 1 \ A / fc = 0 

这级数 是方中 的元，从引理1可知它等于—号 y 1 ,所以 ai m 


基本槪念和性质，元的芷则集及谱 _255 

>a}c：p x , 故 

下面用反证法证明等式成立.如 Kx)<a ， 取&使得 r(>)<6 
< a ， 对 /eft*, /((Ae— X)- o 是 {AU6C, |A|>rOr)} 处的解析函 
数，由在 {A| |A1>1UI} 处的展幵式，并由解析函数的幂级数展开式 
的唯一性，即知 

卜/(*) + <|^)+…） （ UI >『(>))• 

特别， ，（ e )+«) + <f^ + …是收敛的，可见 

2,3,是有界数集.由一致有界定理，是（丑, 

H) 中有界集.即有常数 C 使 | ^ | <0, 从而 lU n | 由此， 

lim^l ^6, 

n 

即 矛盾.从而 KaO =«. 证毕. 

下面 的结论是定理2和 4. 1. 1中定理1 的一个 应用. 

定理4设 i? 是有单位元的复 Banach 代数，则不可能有7?中 
两个元 x ， y 使得抑 一 ysc = e . 

证 用反证法.如果 a;, 汉672且 ary—yx=e， 则; ry=e + y；r， 由 
兀素的谱的定义，即知°^ = 0^ |； + 1(= : {2 + 1|^^0^:}).如果 
oeo> x ，则1 eo >. 由 4.1. 1定理1，这样， 任何自然数 n 都 
在 Cffx 中，与0^是有界集矛盾.同样，如果 Oecr xff ， 则一 1, —2, …, 
都在 o* x|f 中也得矛盾.但如果时，由 ov* 非空，如 A 0 e<7 y；o 
则 Ao + flO=l,2, …)都在 ov r 中，也与 a y；c 是有界集矛盾.故不 
可能有这样的^与 L 证毕. 


4.1.3 元素在子代数中的谱 

定义 设 i? 是代数， B 0 C ： B f 如果丑。是 i? 的线性子空间且当 
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6 W/?。 时邶 d， 则称/?。是丑的子 代数 . 如果 i? 是 Banach 代 
数，丑。是丑的闭子代数，则称丑。是丑的 Banach 子 代数 . 

当 i? 是有单位元的代数，瓜是 i? 的子代数且 ee 尽时，对千 
Ro 中的元6 ^是正则元， f 的正则集等等槪念是与作为那个代数 
的元来说有关.显然当 a； 是札中正则元 时,; r 是 i? 中的正则元，因 
此 pARo ' XZpAR ). 从而1(70(=〜(私）（0//2。)表示作为/2 0 中 
的元 a; 的正则集，其余也是类似的记号），下面对于 Banach 子代 
数的情况来讨论. 

定理1 设丑是有单位元 e 的复 Banach 代数，及。是 i? 的 
Banach 子代数且 e6.Ro, 又 xG/2 0 , 则 a x ( R 0 )^ a x ( R ) 而且 
A(/W\ov (丑)是开集. 

证0^(丑。)=>化(/0是显然的.设>1。€〜(/?。)\%(丑)，今证 
A 0 是〜 (/?。)\〜(/2)的内点.用反证法，设有 A n — 且数列 { A n } 
中每个都不在 or z ( 丑。)\0^(5)中.因2。60^(丑)，并且/^(及)是幵 
集，所以可设46 内 (70,即(；1#—幻 在尺 中正则，但 (&■—ar )- 1 都 
在及。中.因为丑。是闭的， U„e— 怎广 1 ^/?。，且由 4 . 1.2 定理1,映 
射； rl — ~> x~ l 是连续的，由又 》->A 0 , A n e— X，故 (A»e —尤)" 1 ― 
(A 0 e—a：) -1 ， 从而(2。6—：0 _1 €丑。，因而 Ao6p z (/? 0 ) ，与义#〜(丑 0 )矛 
盾，所以 A。 是〜(及。)\%(丑)的内点，从而 aOWV ^OO 是开集. 
证毕. 

注意这里设 ee/?。， 而不说/?。有单位元.因为〃 5/2() 时并 

不排斥札中另有元起着丑。的单位元的作用. 

系设丑是有单位元的复 Banach 代数，尺。 是丑的 Banach 

子代数，況。，如果 〜( 丑 0) 是疏朗集，则〜(私） ==cr x (5). 
后面将举出江*(丑。 ) 尹〜(/2)的例子， 

定理 2 (r ejib4>aH,u-Ma3yp) 设 （/?, 1 • | ) 是有单位元的复 
Banach 代数,如果7?中非零元都是正则的，则及是一维的. 
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证对於/?,由6非空，设则 ke-x 不是正则元，由假 
设 Ae—ar = 0, 即 w = Ae , 可见及中任何元; r 都是 e 的倍数，故 及是 
一维空间.证毕. 

引理1设丑是有单位元的复代数，: re /?, 对于复系数多项式 
+ 七…十〜乂"，记史… + a n z *， 则 a P<x) 
= V(a x }( = (i?(/l) [ AGa x }). 

证记 7* 的 w 个复根（包括重根）为 A ，‘ …，;1„,易见 PO ) 
= fl n O — A 】 e ) O — A 2 e) … Or — A n e ). 如果 At ， …， A „6 yo x ， 由 4.1. 1 引 

理 4，： p 0 r ) 是正则元.反之，如果 pOr ) 是正则元，则 r 一夂 e 有左逆 
元 pOr )-、 (: r — … ( a :— A „_ t e ). 由于 

P(^)= ix—Pi n e) (a n (x —A t e) — (x~A n - ^)) , 

所以 x — X n e 有右逆元，从而 x — Xtfi 正则，即 A n € p r , 同理 U 2 , 
…, An - fp ,. 由此可见 P 0 c ) 正则等价于 J 9 的根 都是; r 的正则点， 
所以 OtCTpCr ) 等价于 JP 的根中有一个谱点，亦即 A 中有多的根， 
由此 Oea p ( r ) 等价于 0 Gp ( cr x ). 

对于為 6 C , 记 g 二 A 。一 p , 对《用上述结论，即知；1()6%⑷等 
价于 ( a * x ) ，所以 G v 、 x 、 = p(or x ) m 证毕. 

以上证明是设 P 为次数高于1的多项式.对于 f 是常数时, 
可直接验证，但 iKaO 的谱是 { a 。}, 而如为空集就不适当.但对 
于 Banach 代数就不会有这问题. 


4.1.4 几个例子 

例1设卩是紧 Hausdorff 空间， C ( O ) 是个 Banach 空间， 

在 0( D ) 中规定乘法如 下:对 z ， yeCKQ ) ，今 

(xy)(t)=x(t)y(t) (teo )， 

这时,是个有单位元(恒等于 1 的函数是单位元）的交换的复 
Banach 代数.同样， C r ( G ) 是有单位元的交换的实 Banach 
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代数. 

例 2 设五是个 Banach 空间， 5(/2— 只 ) 是个 Banach 空间， 
在 BO?—/J) 中 ，以 复合作为乘积，则 B ( R — R ) 是个有单位元 (恒等 
算子/是单位元）的 Banach 代数（不考 虑丑二 {0} 的情况） ，当及 
的维数大于1时, BCR — 不是交换的. 

例 3 L(R) 表示（一 oo, +oo) 上的 Lebesgue 可积函数全体, 

这是个 Banach 空间.范数是 Ui = f w 01 —( 0,饥表示直线 

J K 

上的 Lebesgue 测度.对于 a：jeMR)， 规定乘法为卷积 


o * ^) ( ^ ) = J R x (s) y — 5) (s). 

下面对于这一个乘法作些说明. 

当; r，yGL(R) 时，由于 


Ir]r I 怎 （ s ) 《（艺 —«) \dm(s)dm(t) 


= J R j R l:0)y“—s) I dm( t )dm (^) = 1 y J J R | a: (s) \dm(s) 


因此对于几乎所有的 G s)to(s ) 是可积的.即 

函数是有定义的，并且; r * 汉仍是 L(R) 中元，且 ll：nl 

<lkl - lyll . 

当斤奴使^#有定义时，由 

■ 产 

R ar(s)y (^ — s)dm(s) = -\-s)y( — s)dm(s) 

聲 

= ^(t—s^yisydmCs) = (y*x)(t), 

因而乘法是交换的. 

由乘法： （A y)^~> 的定义，易见乘法满足代数的定义中 
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性质 （ ii ), ( iii ), 现证明乘法满足结合律 ( i ). 

对于; r ， y ， 

m 

((x*^)*^) («) = (x*y)(t)z(u — t)dm(t) 

J R 

= — s) dm(s)Jz(u — t )dm( t ) 

― I 2:(5) y(t —s)z(u — t)dm(t)dm(s) 
JR JR 

= ) z ( m —^ 

= J^r( 5 ) {y*z) (u — s)dm(s) 

= {x*{y*z))(u) f 


因此01)*2=0(2^幻，即乘法使结合律成立.由此， MR ) 在 
以 * 作为乘法时，是个交换的 Banach 代数. 

在 L ( R ) 中是没有单位元的.实际上，取 z 为 [0,1] 上的特征函 

数.则 Or * 女 ）0)= y(t—s)dm(s )， 易见这时是个连续函 

J 0 

数.但 L ( R ) 中几乎处处相等的函数是看作为同一元的，而 R 上 
连续函数是不会与 [0,1] 上待征函数几乎处处相等的，可见对任何 
^ L ( R ), 当 z 为 [0,1] 上特征函数时，就不可能使因而 
L ( R ) 中没有单位元. 

在 Zr ( R ) 中虽然没有单位元，但有近似单位元. 

MR ) 中的网 A 如果使 AM — z ( x € L ( R )) 9 就称做 L ( R ) 中的 

近似 i 位元并不是一个元，而是 1( R ) 中的网. 

理定1设 {〜} 是 MR ) 中的网,如果 
⑴对任何 a 及纟 eR ，^( f )>0 且! U a l = l ; 

( ii ) 有实数《使对任何心 (（） 在[―外恒为 w 


T : ••• -t4fc...v，- -1 I T D.J rfr wr. |-S«. .MiHvv !• •-f- ■： vl •- ->i ， ■ -itOf ■- ' Ti 
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( iii ) 对任何 fc >0 在[―心幻外 a —致收敛于 0. 

则{^}是 MR ) 中的近似单位元. 

证设 y 是在某有限区间外为0的 R 上连续函数, 
记 max | y (()| 为 c ，并设 y 在区间外为 0. 


对 e >0, 取 1>3>0,使 | -5) - y ( t )\< 


e 


2 ( J >2 — b \ +2) 


(当 


I 时），然后对这 A 由 （ iii ) ，可取《 0 ,使当 a 0 —： a 时， x a ( s }< 


€ 


Ac (&2 — & i + 2) • 2<| 


(当— A 幻时)，于是 


\ x a * y - y \ ^ | R — s ) dm ( s ) 

— J R A ( s ) y ( t ) dm ( s ) \ dm ( t ) 

< JjJ R x a ( s ')\ y { t - s )— y ( t ')\ dm ( s ) dm ( t ) 


+ x a ($) L , 1^(^ — s ) — y ( t )\ dm ( t ) dm ( s ) 

J C - a ，彡 ] J 汉 

<_ H — a ^ (S)rfW<>) + 4 C (6 J -6 e i +2)-2 a 2 c (〜一 〜+2) 
从而 x a * y -^ y ( h \). 

对于任何 zeL ( R ), 对 e >0, 先取 g 是在某有限区间外为 0 
的连续函数，且 »y — 于是 

J x a *z—zl^：\\ z a *z—x a *yl + \x a ^y—y\ +|y — 琍 
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由上所证，有使当 oe 。一^ 时 , 这时 |a : a dl < 

£，可见心 •!!). 所以 {‘} 是近似单位元.证毕. 

例如，令工 n = (/[0,丄]表本[0 ,丄]的特征函数)，则 {〜} 

« « 7* 

是近似单位元. 

例4记 WzOIrr 是在 C 的单位闭圆上连续且在单位开圆 
内解析的函数 }. 对令 W=max{ |;r(G| 丨 U|<1}, 在 W 
中的加法，数乘和乘法都用通常的运算，则^是个有单位元的交换 
复 Banach 代数 • 

由解析函数的极大模原理，对 a：ej, IxI=max{ k(OIIIM 
—1}. 

例 5. 记 TF 为绝对收敛的三角级数全体， BP 

oo oo 

W 2 a ne int I 2 l a « l <+°°}. 

>| = — OO fl — — CO 

w 中元也就是以 2a 为周期的连续函数，且 Fourier 系数成为绝对 
收敛级数的这种函数全侔. 

在灰中，以通常的方法规定加法，数乘和乘法.对于死中元 

oo oo 

玖 t) 二； E ，令二； s \ a n \. 这时，灰是个有单位元的交 

n = — co n — — oo 

换 Banach 代数， 

易见 （ ▼，丨 •！） 是个 Banach 空间，因为 

• ，， 

0Q 

怎⑴二2 a ^ eint ! ~(…“，心,〜…） 

fl — oo 

是的线性保范同构. 

oo oo 

肖 x 9 yew 9 x ( t )= 2 〜 e int , y ( t )= 12 M …时， 
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C ^ y ) — j Cne ini ， 其中〜二 > : a k b n - jc . 

71 — — CO mm — CO 

OO CO 

由于 2 | a n |< + oo , 2 0„|< + oo ， 所以 

n = — a> n = - oo 

S 2 i ] l « U < 2 | a „| i ] 

fl — OO n=—OO OO n: — OO Tl = — CO 

这就说明乘法是灰中的运算，且满足范数的不等式.乘法与加法， 
数乘之间及乘法的结合律等，满足代数定义中的 (i), (ii), (iH) 式 
是显然的. 

例5的 Banach 代数 WT 称为 Wiener 代数. 

对于上面的几个例子中的元的正则性，以及正则集及谱集等， 
有下面的一些性质. 

在例1的 0( D ), 例4的 W 及例5的 T 7 中，由于这些都是由 
函数所成的 Banach 代数，且所用的运算都是通常的逐点的运算, 
单位元是恒等于1的函数，因此，当元 z 的取值在某点为0时， * 
就不会是正则元.从而 z 的值域中数都是; r 的谱点. 

在例 1 中，当： re <7( D ) 且关 0( t 6 D ) 时,由 
此， 

在例4中，当汝 W 且 ir ( t ) 垆 0( U |<1) 时，因而 
a z ={x(t)\ \t |<1}. 

但在例5中，当 KTf 且 x ( f )^0(«€[0, 2 jt ]) 时，函数不 

知道是否在 W 中，因而仅和 

类似地 ， G (⑺ 中元$也使 a 产 { x ( teo} t 

在例2的万 ( B — R ) 中, 元的谱不容易决定. 

例3的 L(R) 没有单位元，因而只能在加入形式单位元后的 
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Banach 代数中讨论. 

定义设及是没有单位元的代数,如果有使 z + y 
+料= 0，则称0：是左拟可逆的， y 称为: r 的左拟逆元.类似地， 
如果有使 + 则称; r 是右拟可逆的，且称 2 是 z 的 

右拟逆元. 

引理 1设及是没有单位元的代数， ㈣ ，记丑加入形式单位 
元所成的代数为则 y 是; r 的左拟逆元的充分必要条件是： 
(1,20 是（1，均的左逆元. 

证 由及中乘法的定义（见 4. 1.1 .引理 1), 

(1，穸）（1，怎） = + g + y :、 ， 

而(1，0)是及中单位元，故知 y 是 a: 的左拟逆元等价于 （l,y) 是 
(1，均的左逆元，从而^左拟可逆等价于（1,工)在及中左可逆 •对 
于右拟可逆及右逆元也有类似的结论.证毕. 

系设丑是没有单位元的代数,尽如果 z 左拟可逆且右拟 
可逆，则 z 的左拟逆元及右拟元都唯一且相等 • 

定义 设屯 ，札是两个代数， T6L (尼 —尽）且邛）=(仏） 
( Ty ) { x 9 yeR x ) ，则称 T 是尽 ―尽的代数 同态. 如果 T 7 是此~>尽的 

代数同态且是双射,则称 T 是尽—札 的代数同构. 

显然，如果 T 是及—尽的代数同构， 且私有 单位元匕则 Te 

是 A 的单位元. 

定理2设尽 ，尽 是两个代数，尽有单位元， T 是圮 —尽的 
代数同构（这时丑2有单位元），则对于 於丑1， 0^=0^. 

证 当此尽 是正则元时， 由 可知 
(札 中单位元，也记为 e ), 同样故 n 是 
也中正则元.由此当 A6& 时， T(Ae-aO = h-Ta: 也正则，即 
Px^pTxy 由也是代数同构，即知 Px= Prx, 从而 OV=0> ； c. 

例 6记 T 为 aiAGC, |A|=1} (即 C 中的单位圆周 ）• 
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令 T :—>C ( T )： a ： i 一 > x \ t , 即把 W 中元 $ 变为 a : 在 T 上的 
限制.易见 t 是的代数同态，而且 y 保持范数.所以 t 
是一对一的，又 = 及 C ( T ) 中单位元都记为 e ). 于是 
7(0 是 C ( T ) 的 Banach 子代数，且 e € T ⑷， 

T (^)^ [ y \ yeccr) 9 y 可延拓成 W 中元 }. 

这样， T 是的代数同构.对于: r 6 i , 记为由定理 
2, o Xi { T (, sd )) ^ a x (^ d ) = \ \t |<1}， 而 

a ri (C(T)) = {x^tyiteT} = {x(t)\teT}, 

例如取可见 a 作为 r (^ o 中元，谱等于 c 
的单位闭圆，而 a 作为 c ( T ) 中元，谱等于 T 即 c 的单位圆周.以 
C ( T ) 作为/?，以 T U 0 作为私.这就说札中的元的谱 < T r ( 札）与 
〜(扪是可以不相同的. 

§4. 2 r ejibc^HA 表示，交换 Banach 代数 

对于赋范线性空间或局部凸空间，线性连续泛函的研究起着 
重要的作用.在 Banach 代数中，起重要作用的是保持乘法的线性 
泛函.对于交换的 Banach 代数，这样的泛函是比较多的.在陚范 
线性空间中，元素可以看成共轭空间上的函数(嵌人 映射)，在 
Banach 代数中的元素也可以看成为函数.在这节牛还讨论几个 
具体空间上线性可乘泛函的一般形式. 


4. 2.1 线性可 乘泛函 

先证明两个逼近性质的定理. 

定理 1 设⑷、 r ) 是紧 Hausdorff 空间 ， G ( D ) 是 D 上实值 
连续函数全体所成的实 Banach 代数，3是 G ( O ) 的子集，且当 
时 ， max Or , y ), min (； r ， y ) 都属于 .4, 如果元；2 0 €(7(0)使得 



春 4 . 2 FejiL4>aHff 表示，交换 Banach 代数 265 

对任何 Z ,《 eD , 有:使; r (亡） = )， a:(，s ) 二 2 0 ( s)， ^\\ z ^ A{A 

的范数拓扑的闭包). 

证任意取定一个 t 0 eo f 由假设，对任何 seo(s 可以等于 
尤 0 ) 有中的元心，使得二 z 0 ( fo ). x s ( s ) ^ Z 0 ( s ) t 因而，对 
e >0， 有 S 的邻域0 ( S ) 使当〜 GO ( JS ) 时，1 2 0 (5 j ) — XsiSi ) I < e . 
这样，对每个得到了 及 00) 有上述性质.由于 {0( s)j 
覆盖 Q 及 D 是紧的，从而有有限个 S l ，*"> 5 n 及相应的^， …， 

n 

^ s n y 使得 （J 0 ( s k ) = Q f 且在 OO *) 中， \ x St — Z 0 \ <€. 令 

k - 1 

maxC ^,..., ^ n ) ，则 且 y ( t 0 )^ z 0 ( t 0 ) f y ( t )> z 0 ( t ) — €(t 

由此，对于 有』 中的元夕以与 <。有关，记为〜），使 
yt 。 (“） : 且2^。（^ 之0(玄 ) — e ( t ^ Q ) . 从而又有“的邻域 

r (4), 使得在 r («。） 中， \ y tQ - z 0 \< e , 于是，对每个&«3,得到 
义。及 F («。） 有上述关系，同样 { P (“ ） 1 “ eD } 覆盖所以有有限 

I 

个元亡1， …， h 及相应的〜， …，“ ，使 (J V ( tj ) =*0 .令;3 

J = 1 

= min(y fl , •••，〜)， 则於禹且 

Zo(t)-~e<z(t)<z 0 (t) + e (tEP), 

从而 IN 。一 40 . 所以对 e > 0 , 有 Z 中元; s 使 || z 。一 2 l < e ，即 
z , el 证毕. 


定理2 (Stone-Weierstrass) 设 是紧 Hausdorff 空间， C； 
(fl) 是 D 上实值连续函数全体所成的 Banach 代数，4是 C r ( Q ) 
的子代数，如果 （i ) 对任何有; r^l 使 x ( t ) 乒0, (ii) 对任何两 
个 D 中不同的元 t , s ， 有 使 则 A = C r ( D ) 9 U \1 A 

在 (C r (D),H) 中稠密. 

证记先证為是 C r ( ⑺的 Banach 子代 数:為 显然是 
线性子空间，当為时，有4中点列{%}及{%}使 I 心一 Al — 
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0, ll“一yj^o, 从而 （{iT„} 是有界点列） 

1 ^nVn — *^0^01S *^«^» *^»yol H~ I ^nV^ "~~ ^0?^0 1 

<1怎《! \ Vn—yA +1^7*—^o[ 1 穸 ol—。， 

由 cc n y n eA f 即知 ocoy ^ A ^ 所以為是 Cr r (D) 的 Banach 子代数. 

当 ; T6A 时，记 [HI =c( ， 对 £>0 ，同经典的 Weierstrass 定 
理，有实数 a lf a 2> … ， a n 使得 

11^1 — (fll《 + a2《 2 + …+ a rt 艺 *)l< e (尤 — ® ， a] 时)， 

从而 I k(s) | —(a^Cs) + … +a„ir fl O) \<€( sEQ ) 9 Bp| \ x \—{ a x x 
+ … + a„;r n )I|<e , 其中 |； r | 代表函数 | a ： 0 ) |. 因而当; rGA 时, 

1^16^：=^,,由此，对任何 a?, yeAi , max (a：, y ) =- —-{ x + y ^- \ y 

一 x|) 及 min(x, y) =y O + y— |y — xf) 都在 戽 中，即 禹对于 
max 和 min 封闭. 

对于 i3 中不同的元由条件 ( i)，（ii) 可知，有4中的^,；)： 2 , 
怎3使得; riO) = l，ar 2 (s) 二 1， x 3 ( t )^ x 3 ( s ) 9 这时 r 3 ( t ) 及 r 3 (>) 中 
有一个不是0，不妨设 a： 3 (f)=l , 这时如果^? 30)=0, 
取 h 与 A 的线性组合；如果％0)#0取 ar 3 与 ari 的线性组合，总 
可得到 Z 中的元;5使得 z ( t )^ a 9 z ( s ) 二6 ( 这里《，6 是任意的实 
数 ). 由此，由定理 1, 任何 G(P) 的元 A 都在忒中，即禹 
= C r ( Q ), 证毕. 

系设 O 是紧 Hausdorff 空间，4是 C(fl) 的子代数，如果 
⑴对任何 teQ 有 z64 使 z ( t )^ 0 ; (ii ) 对任何 I?中两个不同的 
t ， s ， 有 使 y(()T^O); (iii) 当 a：G4 时(其中 7 表示 
函数 7(0 二 _), 则 7=0(0). 

证 记2中的实值函数全体为5,这时 5=CVO ?), 从而 3 

证毕. 
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定义设丑是代数， 丑 — K 的代数同态称为 i ? 上的线性可乘 

泛函或线性乘性泛函. 

引理1 设五是 Banach 代数，/是 i ? 上线性可乘泛函则 

证设;记夕=怎十 ar * + a : 3 十 …易见 xy 十 x = 故 
/ (30 = /00 +/( x )/(2 f ), 从而/ O ) 关1，因此可知/是连续的.由于 

是均衡的，故|/0)|<1，所以证毕. 

引理2设及是有单位元的 Banach 代数，/是丑上的线性可 
乘泛函且/#0(即/不是零泛函），则对 xeRJ ( x ) ea x . 

证当/是非零线性可乘泛函时，由 / Or )=/( er )=/( e ) 
/ O ), 故 /( e ) =1，从而当 ar 是正则元时， / O )/0 r D 二/0) =1，所以 
/ 0)^0. 于是对$6及，记 / Or ) 二则/(知一0=0，所以工 
不正则，即 ^ cr Xf 因此对 zER 9 fix )^ a Xm 证毕. 

当丑是代数时，记及上非零线性可乘泛函全体为 
代数上不一定有非零的线性可乘泛函，即 J 可能是空集，甚 
至对于有单位元的复 Banach 代数， J 也可能是0,下面是在 ▲ 

非空的情况下讨论的. 

定理3 设及是 Banach 代数，则 i 是（丑*, <7(/2% /?)) 中的 
紧集. 

证由引理由于的单位闭球是 
(丑％^(，,丑)）中紧集，所以只要证明4是(#，(7(#幻）中的闭 
集.设{九}是 i 中的网且九― / OCR ' R ))， 对于 ne 尽由九 
( x )— f ( x )， f a { y )-> f { y ) 9 f a ( xy)-^f Oy ) 及 f a ( xy ) - / a O )/« ⑴， 
易知 Rxy ) 二 f ( x)f ( y ) ，敗代 JC . 所以 i 是 a ( i 2*，/2) 闭集，从而 
是紧集.证毕， 
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4.2.2 re;ib(|>aHA 表示 

定义 设及是 Banach 代数，令企: 

称龙为 ; r 的 rejib 中 aHA 变换，并称 r:E~^CC£) :xl ~~为丑的 
rejib 中 aHA 表示 . 

* 实际上就是 0O), 只是把它限制在^上. i 的拓扑总用 
0<以,及)的诱导拓扑 J 是 j 上的连续函数，而 i 是个紧 Hausdorff 
空间.而 C(i) 本身是个 Banach 代数. 

定理 1设及具有单位元的 Banach 代数， 则丑的 rejib^aHji 
表示 Z 7 是 R—CUO 的代数同态，且 

(i) = 右边的 e 是 C(J) 的单位 元)； 

(ii) ||rx||<limV|^f； 

(Hi) irl-l. 

证由 Z T 的定义即知 r 是的代数同态.又对于 
= 故 g 是恒等于1的函数，所以 re =6( 二 C ( i ) 中 

的单位元).由引理2, f(x)ea x (feji, xem 9 而在有单位元的 
Banach 代数中，对于元 a：， 当 |A | 时所以|厂叫| 

< iimVRT . 由此 lUvKkiue / o , apirKi . 再因为= 

n-^o» 

l, 故 = 证毕. 

在丑是 有单位元的实 Banach 代数时，元素的谱可能是空集. 
例如二阶实矩阵全体.当及是有单位元的复 Banach 代数时，虽 
然任何元^ 的谱〜 非空，但 J 仍然可能是空集，例如当 《>1 时， 
n 阶复矩阵全体所成的代数上，没有非零的线性可乘泛函(把矩阵 
看成《维空间中的算子，并以相应的算子范数作为矩阵的范数，就 
成为 Banach 代数).下面证明一个较一般的结论. 

定理2设丑是维数大于1的复 Hilbert 空间，则 BiH — H ) 
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上不存在非零的线性可乘泛函. 

证为简单起见，在及是可分空间的情况来证明. 

如果丑是无限维的，这时可取汉的就范正交基 {〜}. 记{^^ +1 1 
々 = 0,1, 2, •••} 张成的闭子空间上的投影算子为又记{^|左= 
1，2，〜}张成的闭子空间上的投影算子为 P 2 , 由于，如果有 
/ e 则/ w =/( 巧），因而 /( 兄）等于0或 1. 同样/(户 2 )等于 
0或 1. 又因 /( Pd + KA ) 二/(/) = 1,所以/(&)，/(户 2 )中一个 
是0, 一个是 1. 令 T : H — H ' x k h ~^ y k ， 其 中心当 是偶数时为 
0, k 为奇数时％ =々 +1 .这样的 T 可延拓成 BOfiT — 丑）中的元，仍 
记为几 又设 SeB ( H — U )， Sx 2k+ , - 0 (左= 0,1,2广.）， Sx 2k = 
x lk ,^ l y 2, ...), 易见 TS ^ P 29 因而 

f ( T )= f ( T ) f ( S )=^ f ( TS ) = f ( P 2 ) , 矛盾.所以不可能有 / e ^， 
即▲是空集. 

当丑是有限维时，设及的维数为 《( b >1). 取//中就范正交基 
〜…〜,并记{巧)张成的一维空间上投影为同理 f ( P k ) 等于 
0或1,而 /(&)+ …+/(匕）=1,故其中有一个是1其余是0,不 

n 

妨设 /( 尸 1 ) =1. 类似地令 T : H ^ H : ^ a k x k h ^ a , x 2) S : H -^ H : 

K =1 
n 

々: ，就有 TS = P 2p 从而 /(&)=/( 尸 2 ) ，矛 

/C =1 

盾.证毕. 

4.2.3 理想，极大理想 

定义设及是代数，如果见是 i ? 的线性子空间，且当 
x ^ M , y^R yx ^ M , 则称见是 i ? 的左理想.类似地定义丑的右 
理想.如果 I 既是及的左理想又是 丑的右 理想，就称 M 是及 的双惆 

理想，双侧理想也简称为理想.如果 I 是 i ? 的左理想， M 手 R , 而且 

• # 
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当及的左理想见！使及时必定尨二财^则称见是丑的极 

大左理想.类似地定义极大右理想和极大双側理想.丑及 {0} 这 

两个 理想称为平尽吟. 

引理 1 有单位元的代数， / ej , 则/的零空间 AT 是及 

的双侧理想且丑/他是一维空间.反之，如果观是 ft 的双侧理想 M 
使是一维空间，则有唯一的 fejt 以 3 i 为零空间. 

证 当 /ej 时,/的零空间 I 使 /?/1 是一维空间.又因/是 
可乘的，当 时，对任何 yen ， f ( yx ) = f ( y ) f ( x ) = f ( xy ) ,所 

axy ， yx 都在 M 中，从而 M 是双侧理想. 

反过来，如果 M 是丑的左理想且丑/说是一维空间时，由于 I # 
/?，瓜是左理想，所以 e € Jf . 对于 a :6/2, a ; 可唯一地写成 a : = Ae + a:i 
OfM ), 这时令 /00 = A . 这样作出的/是以 M 为零空间的及上 
线性泛函.当; + + h 时（〜 y ^ M ) 9 xy = Afie + 

A^i + ^ xi - hx ^ o 所以由办 i + ㈣ 1 +叫2^财，可知/(妙）=如= 
/(工)/以)，即/是可乘的，所以 / ei 由于 i 中元在 e 上取值为1, 
故以 I 为零空间的 / ej 只有一个.证毕. 

在后半部分证明中，只用 M 是左理想，同样如果 M 是右理想也 
可.实际上，引理 说明：及的余 维数为1的左理想（或右理想）必 
是双侧理想，且是极大的. 

定理 I 设丑是有单位元的代数，那么 
0) 如不是左可逆的，则{抑卜6坶是丑的左理想，且 
它不等于尽含有元; r . 

( ii ) 如果 Mo 是 及 的左理想且尨。# 丑， 则有 丑 的极大左理想 

( iii ) 如果 f 是丑的双侧理想且似关丑，则在及/见中，规定乘 
法运算为祁二 G (即0 +见）0卜1)=邛+ 1)时，丑/姬是有单位 
元的代数，且 g (二 e + il /) 是 72/ M 中单位元. 
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(iv) 如果见是 i? 的双侧理想且见是 丑的极 大左理想时， R/M 
(这是代数)没有非平凡的左理想. 

证 「i) 直接验证即知. 

(ii) 在包含观。而不等于 i? 的左理想全体中，用 C 作半序，由 
Zorn 引理即知有极大元见,见就是包含见。的左理想. 

( in ) 当见是及的双侧理想且」¥#丑时，用^作为邛是有确 
定意义的，因为当元】=无,歹1 = 8时，即 x — x x ^ M 9 y ~ y x EM 9 由 M 是 
双侧理想， x^j — x ^^ xy — x ^ y + xxy — xxy ^ ix — x ^ y + x ^ y — yx ) 
Of, 因而^ 易见这时及 /i/ 成为代数且 g 是 i?/i¥ 中的单 

位元.这里 I# 丑的条件用于 ^0, (否则丑/尨只有零元， S 不认 
为是单位元). 

(iv) 由 (iii) 可知当 I 是双侧理想且是极大左理想时， R ! M 是: 
有单位元的代数，而商映射 Q ， m ! M 是 R — R / M 的代数同态. 
如果3是况/见的左理想，易知是丑的左理想.假如3是 
非平凡的，那么 ^r 1 ^) 非平凡但不等于#，从而与 
況是 i? 的极大左理想矛盾.证毕. 

在定理1的 (Hi) 中，如丑是交换的，也是交换的. 

下面是关干线性可乘泛函的基本结论，其中有些事情在前面 
已经证过，为完整起见而写在一起. 

定理2设及是有单位元的复交换 Banach 代数，则 

(i) ^非空； 

(ii) 对干: t 6/2 及肤〜,有 / Gj 使 /( x ) 二; l ; 

( iii ) rejib 中表示厂:丑 — 是代数同态； 

(iv) 对於丑， •(>(/) |/巳沒} = 0^; 

(v) 对; r6 丑， \\ Fx \=^ r ( x )^\ imi / |a：i; 

(vi) 1U1=1. 

证 定理 2 是在上述条件下把前面的结论综合而成的.在交 
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换的条件下，左可逆与正则，左理想与双侧理想等都成了相同的 
概念. 

对于 a x 非空 (4. 1. 2定理 2), 对任何 A 6 cr x , Ae — x 不正 
则，由定理1,有及的极大理想见使 Ae — zd . 而 H / M 是有单位 
元的交换代数. 

由于 I 是理想，易见见(观的范数闭包）仍是理想.由于#关 
汉 ，见中 不会有正则元，所以 0( e ; l )={ xlzeB , |e —: rl < l } 与不 
交，从而 eeM . 可见见关丑，由 if 的极大性， 

在 丑 / i (/中，令 ㈣ = inf {! y || ye 幻，则丑/览是个 Banach 空 
间，而如果 ㈣ =«， ㈣ 1=^，对 e > o 有 x ^ x f y 闷 使 ihlca + f ， 
lAl <& + e , 由 x x y x exy 9 

lxyl<lxi2rj<|a：il -l2TiI<(a + e)(6 + e), 

因 e 是任意正数， I 因而 (丑 / i , 〗 • D 是有单位元的 
复交换 Banach 代数， 

由于丑 / M 中没有非平凡理想，由定理1的 （ i ) 又知， 在摩 
中非零元必定 正则. 由 rejib 4> aM - Ma 3 yp 定理，及/血是一维的， 
从而由引理1，有 / ei 以见为零空间，即知 /(Ae —: r )=0， 所以 
j { x ) = K . 由此证明了 （ ii ), 当然也证明了 （ i ). 

其佘各点都是明显的.证毕. 

注意， W 的拓扑是 ( B ' orOS '/ O ) 的诱导拓扑. 

由于任意一族 Banach 子代数的交是 Banach 子代数,因而对 
于 Banach 代数及的子集木有包含 J 的最小 Banach 子代数，称 
为由 A 华率卷 Banach ^ m . A 张成的 Banach 子代数就是3张 
成的子 ' • 

定义设丑是有单位元的复 Banach 代数, Ac 丑，记為 
{ e } 9 又记為 = {(Ae — z )— 1 |^4 i ， A 6 p x }, 如果 AUA 张成的 
Banach 子代数 等于尽 则称 2 是丑的母元组.如果是丑的母 
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元组，则称怎是及的 母元. 

在有的书上，以张成的 Banach 子代数等于丑作为 i 
是母元组的定义.我们上面的定义要求比较低. 

弓 I 理 2设及是有单位元的 Banach 代数，贝 

是丑的含有 e 的 Banach 子代数，且它对于求 

逆运算封闭. 

证 记 WarGft ,/#) = /#)}, 易见风是 i 2 的子代数, 
且因 / u / 2 €/^， 即知札是闭的.当汝札且 x 是及中正则元时, 
由/办）=/ 2 0)可知/】 U * 1 ) 二/ 2 (，），因而 x ~ l ^ R 09 证毕. 

系 如果及是有单位元的复 Banach 代数， a：ei? 是及的 母元， 
则当 使 fl ^ S 2 - 

同样，如果 2 是 丑的母 元组，则当允， f ：( x )= f 2 ( x ) 
06/1) 时，就必定 A = / 2 . 

定理 3设丑是有单位元的复交换 Banach 代数，泛及，如果 
当 A ， 时必定则 i 到〜的 映射： 
/H—/CO 是〜的同胚. 

证 所作的映射即为 t 由定理2的 （iv), $是〜的满 
射,*是连续的.在假设条件下 f 是一对一的，所以2是%的 
连续双射.由于 J 及 〜是紧 Hausdorff 空间，所以$是^ 
的同胚.证毕. 

系 1 设丑 是有单位元的复交换 Banach 代数， ： c 是丑的母 
元，则$是的同胚. 

系 2设丑是有单位元的复交换 Banach 代数， {〜 ，…， “} 是 
B 的母元组，则 映射： /卜― >(A(/), … ，远 (/))(/GJ) 是 
(/),•••,&(/)) l/6i} 的同胚. 

证{(^ (/) ,…，^ (/)) I 是 o 的子集.其中拓扑是 

的通常拓扑的诱导拓扑.由假设是及的母元组，所以这 
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映射是单射.又它显然是连续映射.由于 C ” 是 Hausdorff 空 
间，所以映射/卜^⑷ （/) ,…， A (/)) 是同胚.证毕. 


4. 2.4 几个 Banach 代数上线性可乘泛函的形式 

在 Banach 空间中，可以对于一些具体的空间求出它的共轭 
空间即线性连续泛函的一般形式.同样对于 Banach 代数，要讨 
论某些具体情况下线性可乘泛函的一般形式，并说明 J 的拓扑是 
怎样的.由 4.2.3 定理3的系1,当 i ? 是有母元的有单位元的复 
Banach 代数时, J 的情况最简单. 

例 1 Wiener 代数 W 这是有单位元的复交换 Banach 代 
数.由干灰是函数所成的代数，且 TF 中的代数运算是通常的函数 
运算，因此对任何一个 实数卜 xh iKOOeTF ) 是灰上的线性可 
乘泛函，记这泛函为 

设 A 是函数 = 易见灰 ，且々 是硏中正则元, A 1 
是函数= 容易看到{々，“}张成的闭子代数是 TT , 因此 

A 是灰的母元.下面讨论心^ 

由于所以在 C 的闭单位圆内.又当 时, 

有 / e 』 f 使 / fe )= A , 从而所以 jeov 同样因为 

I 2 M =1，％在 C 的闭单位圆内.可见 C 的开单位圆中不会有 A 
的谱点.由此，〜：中数都在 C 的单位圆周 T 上，即 O ^ CZT . 但 
{ WOUeR 卜 T , 故 < r Xl = T . 由此,』；与 T 是同胚的，因而= 

但对于相差为2#的两实数 ^ 2 ，：^ = ：^ 2 ，所以 
{ f t ue [0, 2^ r )}, 但从拓扑来说, /, h A Or !) O e “) 是 的 

同胚. 

从而对任何 xEW , a x ^= {/( j :) |/6^} = 0(^)丨 «6[0,2 jt )}. 
定理 1 ( Wiener ) 设 4/) 是绝对收敛的三角级数（即疋是 
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[0, 2 jiJ 上以 2; r 为周期的连续函数，且;^ z ( t ) e int dt < 

nTTco Jo 

+ °°，周期指怎⑼ = a ?(2^)), 并且 a ：( t ) 乒 0( K [0, 2 jt ])， 则 y ( t )~ 

&也是绝对收敛的三角级数. 

证由于 xew 9 且06 Or ( t ) | 斤[0, 2 冗]} = cr x ， 所以怎是 IF 中 

正则元， ar _ l 显然是函数由 yGW 即得.证毕. 

例2 i (4.1.4 中的例 4) i 是有单位元的复交换 Banach 
代数.同样因为 w 中代数运算是函数的通常运筇，故对于 《 ec , 

1 1 1 ~> rr ( t )(： reW ) 是 J 中的元. 

设 arAvc / 是函数 2^(1)= f OGC ，) 1 1 <1). 下面证明々是^ 
的母元. 

设 x 6^, 由于; r 在单位开圆中解析，所以有展开式 

+ … ([i |<1). 

对任给的£>0,由 x 在丨到<1上连续.所以由一致连续性，有 
<5>0,使当 I f 丨 <1， | s|<l 且 1 <<3时， u ( t )— a :( s ) I < e •记 
r 0 =l -6, 于是当 teT (即 ji I = 1) 时 ， I x ( t )~ x ( r Q t )\ < e . 

又由 r 的幂级数展幵式在 M !<〜 范围中的绝对一致收敛性, 
对所给的00,有#，使得 

|; r ( t )—( fl 0 + «M + …+ 〜《況 ） \<e (当 M |< r 0 时)， 

所以，当 （ eT 时， 

| xQr^t) — (do + fli^o^ +“2 浐 5《* +… + 0 ^ 0 ^^) I < e ， 

| a :( t )— (oo + a^oi + | <2 e U 6 T ), 

由此 1:— (%6十<^03：】+ … + a , vK :?) l <2 e . 这样， { e ，：!} 张成的 
闭子代数等于所以 A 是^的母元.由于11^!1 =1,并因 
U I <1} 等于 C 的闭单位圆， 所以0^ 等于 C 的闭单位圆，由此, 
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UI <1} 且 / xH — f 是 J 到 tr ^ 的同胚映射. 

例 3 C { Q ) (见 4.1.4 例 1, D 是紧 Hausdorff 空间）同 
样， C ( Q ) 是有单位元的复交换 Banach 代数，对于令 

oec ( O )) ,则 f t eJL 

弓 I 理 1设 M 是 <7(口）的理想且则有 “ eo 使得 
对任何 xEM p x ( t 0 ) — 0. 

证用反证法，如果这样的 f 。 不存在，则对每个 <60,有 M 中 
元 心使得 4(0 尹0,由于 ilf 是理想，故 hteM . 记 々 A 为 y * 则 
仏>0， ^((0> o . 于是对每个把 o ， 有见中非负函 数仏使 
y *( G > o , 这样，有〖的邻域仏在 F ( i ) 上取值都大于0,因 
{^(01 t € D } 覆 1 Q ， 由 G 的紧性，有有限个中元…， G 及相 

n 

应的、，…,、，使得，而、在 F (~) 上大于 0 •记 

n 

； S 、， 则^礼且没在 o 上点点大干0,于是夕是 C ( Q ) 中正 

K = 1 

则元，这与 M ^ CCQ ) 矛盾，所以有使 a :(“）= O 0 reM ). 
证毕. 

定理 2设 M 是 (7( D ) 中的极大理想，则有 “60使得 

M — { x \ x ^ C { D ) =0} 

证由引理1有使得对 x ^ M 9 都有 x ( t 0 ) =0,而 {: r | 
xe <7( D ), ; r («。）=0} 是 C ⑷）中理想，它包含 if , 由 M 的极大性，故 
成立等式.证毕. 

对于设化记{到2^0(0),0<0 = 0}为札，礼是 (7( D ) 的极大 
理想（实际上,就是 /* 的零空间）.由定理2,每个极大理想都 
是这种形式的，所以如 feJU 的零空间为 M , 有圯 O 使1 = 71/,, 
从而 /,=/,因此^= {/, ! teQ }. 

当“关 s 时，由 ypbicon 引理（ 3 .1.3定理 3 ),有氏 
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(7(D) 使 x(t) 妾 xis) ， 故 由此幻的 映射： 《 卜 +A 是双 
射 . 当 D 中网 {U 及元《使按 G 的拓扑） W ， 对于 x^C{Q) f 
当然 ^(^)^(0 , 从而 kO)— /*0 ),也即是 ft a ^ft(JO (i 的 
拓扑用弱 * 拓扑 ) ，所以 /, 是 J 的连续映射，由于 i 是紧 
Hausdorff 空间， i h 厂是 i 的同胚 映射. 因而逆映射广 

I—> t 是的同胚 . 


例 3 中的结论对于实的 Banach 代数 C r (G) 仍然 成立 . 

例 4 L(R) (4.1.4 例 3 ) 考虑 L(R ) 是复值的 Lebesgue 

可积函数全体 .MR) 是没有单位元的复交换 Banach 代数 .L(R) 
添加形式单位元后的 Banach 代数记为 Z(R). L(R ) 上的非零 
线性可乘泛函限制在 1(R) 上是 KR) 上的线性可乘泛函，而 MR) 
上的线性可乘泛函 / 可以唯一地延拓成 Z(R ) 上的非零线性可乘 
泛函（在 I(R) 的形式单位元上规定取值为 1 即可 ). 由/延拓成 
的 Z (R) 上非零线性可乘泛函记为？，对 MR) 上的零 . 泛函卩,歹是 
L(R) 上的非零线性可乘泛函 . g ： (A,or)^>A. 下面讨论 MR) 
上非零线性可乘泛函的一般形式，仍记这种泛函全体为 

对于 ; r€L(R ) 及 KR ， 记一 r)(f€R ), 由卷积的 
定义，对 AyGL(R) 及 reR , 有 

= j R rc (s)y(t— s)dm(s) 

= ^x(s — r)^(t—s + r)dm(s) 

=f R x r (5)y_ r («-5)rfm(s) = (x r *y- r )(t), 

故 ;r*#=ar r *y_ r ，或更对称些写成 x*y r =x r *y. 

设 /e 為如果/⑻关 0 ， A y*y = y r *y 一” 可见 /( 2 O# 0 (re 
R). 如果 or ， 妗 L(R ) 且 Kx)^Oy^f(y ) ，由 = X r *y , 即知 
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/ Or ) 

任取 zeMR ) 使 /0> 參 o , 作 R 上(复值）函数 i ( r ) _， I 与 

^的取法无关（只要•这样作出的函数 s 有下列性质： （ i ) 
S(r + s ) = i ( r ) i ( s )( r f seR )； ( ii ) !是 R 上连续函数； ( iii ) l ( r ) 
6 T ( r 6 R ). S 的这三个性质证明 如下： 

( i ) 由“—错 ， ^ + ⑽=醫= 

即知 S(r + s) =|(r)|( 5 ). 

( ii ) 当 r *— r 。 时 ， 1 x r - x ro \\ - >0, 由 / 是连续的，即知 S 是连续 
函数. 

( iii ) 取定 rGL ( R ) (/ O )/0) 后，因 U 卜 WKr 6 R ), 由 |/| 

<1，故 = 所以 I 是有界函数，由⑴可知 

IKr ) Kl ( reR ). 又因 S (0)=1, 故！ （一 r 0 二―，因而 | IO )| 

>1 ( r * eR ), 所以 f |( r ) I = 1,即 i ( r ) ET . 

上面由作出了函数 t 而/又完全由 S 所决定.设 o >0, 
考虑/在4。，<：]上的值.对自然数《,把区间[0,«] w 等分，记3 = 

音，这时， 

/ [0,0]) =/ (^[0,i] + ^[s,2d] + …+ zE(fl-l)i,al) 

==/( / [ o ， a ]) [1 十左 (3) +1(2^) + … + 1((71 —1)<5)] 
=-^-/ [^(§(0) + •••■! ■玄 ((tt — 1)6))]， 

令 fl — oo , 这时<5(|(0)+!(6) + 〜+ |((«—1)幻）—[、(70办,又因 

Jo 
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为 ，尸 +6。，$是近似单位元，故1，所以 

/( / [ft， a ]) =J o !0) 心二 J R /[o， fl ]!— (a>0). 

易知对于任何有限区间上的特征函数也成立类似等式，再由/是 
线性连续泛函，得 

/( x ) ( x 6 L ( R )). 

由I具有前面的性质⑴， （ii), (iii), 故知有数 s 0 eR 使 

i(r) ~e ir8 ° (r6R). 

而对于 «o6R, 

fr> X ( 玄 ) e< “ 0< ^ m (() (a ： d(R)) 

JR 

是 L(R) 上（非零）线性可乘泛函.记这泛函为 / s 。， 并记 t(R) 上 
零泛函为于是， i ( R ) 上的非零线性可乘泛函全体即为疮 

RU { oo }}. 记茛=1111 {oo}, 又记 I(R) 上非零线性可乘泛函全 
体为这时 shh 是的双射.在 R 中用 R 的单点紧 

化拓扑， R 是个紧 Hausdorff 空间，而 R— 3的映射 sh ~^ f •是 
连续的，在 s = oo 处的连续性就是 Riemann-Lebesgue 引理.从 

而,这是茛―】的同胚映射. 

4. 2.5 半单的 Banach 代数 

定义 设及是有单位元的代数，如果丑没有非平凡的双侧理 
想，则称 i? 是单 纯的或 单的.如果的一切极大双侧理想的交集 
为 {0}, 则称 i? 是 半单纯的或半 单的. 

如果 i? 没有非平凡的双侧理想， {0} 是丑的唯一的极大双侧 
理想，因而单的代数是半单的. 
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引理1设及是有单位元的复交换 Banach 代数，则 i ? 的一切 
极大理想的交集是 K ^) = o }. 

证 如果^属于每个极大理想，则每个 / ej 在^上的值 
/ O ) 二0,即念= 0,所以 a r = {0}.反过来，如果{0}，则念二0, 

即对于任何二0,故^在每个极大理想中，所以丑的一 
切极大理想的交就是 {x\x£R 9 cr ,^{0}}, 也等于是 {x | xER , 
r ( x ) = 0}. 证毕. 

定理 1 设（私 h II) 是有单位元的复交换 Banach 代数，又 
H :是及上的范数，（及 ， H J 是赋范代数,如果 OU • 1 0的完备化 
Ri 是半单的，则有数 c 使得对任何 Wl 

证 对汝尽令 142 = 1^ X (14,14), 则卜| 2 是丑上的范数 
且02, II • : U ) 是陚范代数.下面证明 Of , H 2 ) 是 Banach 代数. 

设 {〜} 是(私 II *| 2 )中的基本点列，则在 IH 及 1 MN 下,{心}都 
是基本点列.因而有;及2^反，使 

对于私 上的非零线性可乘泛函 /，/0 r «)—/(30, 由于 BCIA , 所以 
/ U 是丑上的非零线性可乘泛函，因而又有 /( 心）->/0)，由此 
/0) = /( y ). 因为及 是半单的，由 / O ) 二 /( y ) 对上任何非零 
线性可乘泛函/成立，即知^ = y , 从而得 ( I _ IU ) ,即 II • 1 2 ) 
是完备的. 

因为 WU (^ R ), 由双范数定理，有数 c 使得对任何 K 
R ， W 2< c ||; r |, 故更有 larllKclWIO ^ O . 证毕. 

系 设 i ? 是有单位元的复交换的半单代数，如果 Hi *!-。 
是开 上的两个范数，且 02, l - lli ), (尽 II • IU ) 都是 Banach 代数，则 
HI 是拓扑等价的. 

这说明对于有单位元的复交换的半单代数，如果存在使它成 
为 Banach 代数的范数，那么这样的范数实质上只有一个. 
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§13群代数 

这节中讨论局部紧空间上的积分.证明在局部紧群上有一种 
具有平移不变性的积分，相应地有具有平移不变性的测度.可积 
函数全体是个 Banach 空间，并可以规定乘法. 

4.3.1 局部紧 Hausdorff 空间上的积分 

在本节中，设⑴， r ) 是 Hausdorff 的拓扑空间，而且对任何 
圮有 f 的邻域 F 使是 ( fl , r ) 中的紧集，即 （£?, r ) 是局部 
紧 Hausdorff 空间.简称 O 是局部紧空间. O 的拓扑 r 不一定 
标出. 

对于局部紧空间的紧集卓必有包含乂的开集 「使 P 为紧 
集.由 ypbicoH 引理.有 O 上的实值连续函数 a ：, a : 在4上取值为 
1,在 P 上取值为0且0<忒（)<1(£60).记仏卜是 D 上实值连 
续函数，且$在某个紧集外为 0} 为 L { Q ) f 又 L ⑹）中非负函数全 
体记为1 + (奶，1(卬简记为1 / + 及1. 

下面要考虑 Q jRU { + oo , — oo } 的映射，称为公上的函数, 
Q 上的函数全体记为 1( D ), 而 [0,+ co ) U { + oo } 的映射全 
体记为 N + ( D ), 同样 N ( D ) 与 N + ( D ) 也简记为 I 及 JNT +. 

先把拓扑空间上下半连续函数的槪念推广到取值可以是 + oo 
(但不考虑取值有一 oo 的函数)的情况. 

定义设 ( Dj ) 是拓扑空间 ，以 + 如果对任何 
aGR , { i |« (纟 )<«} 是 (A 4中闭集，则称《是0上的下 半连績 
函数. 

定义中的条件也可以改成为:对 | w ( t )> a } 是 开集. 

引理1 O 上任何一族下半连续函数的上确界函数是下半连 
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续的，又两个下半连续函数的 min 是下半连续的. 

证设 { wj 是一族下半连续函数， Ewmpi / a . 对 aGR ， 

a 

0 | w (?)< a }= P | {«| w a (« Xa }. 而对于两个下半连续函数记 

a 

a = min (〜，叫)，则对 a 6 R , 

{ ^ I w( t )^o} = {i I Wi( f Xa} U {《I w 2( 亡 X 。}， 

因而这些都是闭集. 所以 sup U ,, min ( Ml ，《 2 ) 都下半连续. _• 

弓 I 理 2设 W :1 Q — RU { + ^), 则《是下半连续的充分必要 
条件是：对 aeR 及 “ eD ，当 a <«(« 。)时有“的邻域 p 使对 tev , 
成立 a < n ( t ). 从而当 w ， v 下半逹续时 ， w + v 下半连续. 

证引理的条件，即对于 《 eR ，0| d < w ( f )} 中点都是内点, 
也即这种集都是开集.故引理的前半部分结论成立. 

设 W,v 都是下半连 续的. 对于 aeR , hGO , 有不等式 a<w 

Go ) + v ( Z 。). 如果《(«。)，?^。)都是实数，记 e = f ( u ( t 0 ) + v ( t 0 ) 

一 a )， 并令 jM (^» a (« o )~ e } n {^ \ v ( t )> v ( t 0 )— e }. 如果 
«/(«0)与 V (“） 中有一个（例如 P (“ )） 是+ 00，取小于 V (“) 的实数 
5并令 F =0|«(0>« —&} 门在这两种情况下的 F 
都是 <。的邻域且在 P 上成立 《 + 〃>«. 因而 u + v 是下半连续的. 

证毕. 

规定下半连续函数不 取值一 oo 是为了使得加法可 以进行.记 
{«|«是 D 上的下半连续函数且有 zeL 使 为 M { Q )， 并记 
( fl ) PI 为 HD ), 这两个集也简记为见及尨 + .易见 LCZJ /, 

L + CM + . 

定义 如果五(=#,且对于五中任何两个元有芯中的 
w 使 故 SmaxWi , «; 2 )， 则称丑是 向上定向集. 

引理 3 设丑 Cl + 且丑向上定向，记 v = sup {2/ l W 6 JST }， 则对于 
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• - _ .‘ , r 

任何 y € L + ， r^«j 及 £>0,有 uEB 使 y^a + e . 

证 首先由引理 l ， e 7 tf +, 当 y ^ L ^ y^v 时，对于每个 teQ , 
有芯中的元 A 使得 y ( t )< u t ( t ) + e . 因为化是下半连续的，{刈 
yO )< A ( s )+ e } 是开集，记为 F ( f ), 即对子每个<€幻，有必中元 
^及 t 的邻域 r ( t ), 在以^)上 y< w 「f e _ 由于 { KGUeo } 的和 
集是口， y 在某 紧集乂 外为0,从而有有限个 o 中的 q , G , …,《„, 

n 

使得 U F (“） D 儿相应地函数为 《 ,〆•.,&• 由忍向上定向，有 

fc^l 

aeAMSmaxCwy .",%」 ，于是 y^u + e . 证毕. 

定义 设⑸, *0 是局部紧空间，/是 i 上线性泛函且/(功> 
0( zeL + ), 则称/是 Z 上的 积分. 

Z 上的积分也称为 D 上的积分,这里积分值为实数，由定义， 
L 上的积分也就是 Z 上关于锥1 + 的线性正泛函.积分一般是指关 
于测度的积分，这里只作为一个名称.而这节中，主要的目的是证 
明： 局部紧空间 D 上的积分/必定相应有个测度 v , 使得对任何 
ire ^/ O ) 等于 r 关于 V 的积分.证明的过程是从/出发，逐步地 
延拓到更大的函数类上,并找到所要的测度. 

下面总设/是局部紧空间 O 上的积分.延拓过程中的泛函当 
然是与/有关的. 

对于 i(f 中的 《， 令 g ( u ) = sup { f ( x ) I x ^ L , x ^ n} m 
定理 1 RU { + oo } 有下列性质： 

⑴ 9\ L ^ f ； 

( ii ) 当 a , vGilf 且 u ^ v 时, 〆 w )< gr ⑻ （单调性)； 

( iii ) 当 M 6 il / 且 cr 是非负实数时， 〆 ⑽） = ag ( u ) (正齐次性). 
证 由于/是 Z 上关于锥1+的线性正泛函，所以/有单调性. 

定理1中的三个性质是直接可得的.证毕. 

引理 4设丑 clr + 且丑是向上定向的，则 Etf = sup { z | a ： e 幻 
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时， fif ( M ) - supi / Cr )!^^}. 

证 0 ⑻ SsupUOOjarO ^} 是显然的.设 yeL + , ，由于 y 
在紧集3外为0,取 yo 6 L + 使％在4上取值 1. 由引理3,对 €> 0 , 
有使 y<z + e . 从而 y < z + ey 0 , 所以 

/⑻ </ 0) + e /( y 。）< sup {/(^) I zeE } + ef ( y 0 ), 

因 e 是任意正数，故 f ( P )< sup { f ( z ) \ zEE }. 再因 y 是中使 
a 的任一函数 ，故 〆 W )< sup {/(；3)|； se ^}. 证毕. 

定理 2 对于中任何函数族{%}， gisupuj = snpg ( u a ), 

a a 




f a 


2 9 (» a ) 


a 


证当 w 6 il / + 时 ， w = sup { a ; Ia ： eL + , x ^ u }. 当 {〜} 是中函 


数族时，记丑 《=kk&L + ,；p<««}， 丑是 |J 仏中有限个函数的 max 

a 

全体.又记 f 是在有限个見中各取一个所作的和函数全体.易 


见 sup{:r \xEB\^ sup{ M J ? sup{y| peF} = ；2 〜，且忍 ，尸都 向上定 

a a 

向，因而由引理 4, 


9 (supwj = sup{/( 工) i x ^ E } = sup 穿 (w a ), 

a a 



sup{/00 \yeF}^^g(u a ), 

a 


式中及(化)都表示有限和的上确界.证毕. 

系对于中一列 { w n } ，如果…，则 ^(linmj = 

n 

limgr(« n ). 

n 

再作 iv -> Ru {+^, —① } 的映射尸如 下:对 扣 e #， 令 

F{w) =inf {g{u) \ u^M y u^w). 
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定理3 iV -> RU { + co , — OD } 的映射尸有下列 性质： 

0) 尸 U = 0 ，且当 w lf w 2 eN ^ W ^ w 2 Wi 9 F { w x )^ F { v ) 2 )\ 

( ii ) 对及非负实数 a , 尸(似0 = aFO ); 

( iii ) 对 w l 9 w 2 ^ N ^ 9 F ( w 1 -\ - w z ) (^!> + F ( w 2 ); 

( iv ) 如果 iV + 中函数列{叫}使犯 … ，则 F ( limu ; n ) 

n 

~\ imF ( w ^). 

n 

证 （ i ) 由 0 的单调性即得. （ ii ) 由9的正齐次性即得.故 
只证后面两个性质. 

( iii ) 如果中有一个是+ 00 ,显然结论成立，所 
以设尸 (> i )< + oo ， P (秘2)< + °°*这时，对 e >0, 有 

使得 ⑴2<«2且 g ^ iX ^ iw^-r e . giuzXFiwz ) + e , 于是 

+ w 2 < Mi + w 2 , 9 ( u x ^ rU 2 ) ^ g { u {) +^( m 2 ) - 由尸的定 
义，即知 

F { w x -\- w 2 ) ( u ! +■ u z ) 

= g(ui) ^giuzXFCw^ ^rF(w z ) +2fi, 

因 e 是任意正数，故 FOi + wXFOi ) + F ( w 2 ). 

( iv ) 由 尸的单 调性，可知 P ( limM ；„)> liinP ( M ；„)， 如果 lim 

n n n 

八《0 = + 00,等式当然成立，所以可设 lin ^( w )<+ oo . 对 e >0, 

n 

由尸的定义，可取《„€财+使％<««，且 g { u n )< F { Wn ) +_■(»= 1， 
2, …） , 令 = max(M,，•••,«„) (m= 1,2,3,… ），易见 《^ +1 = max 

( V m ， f 

奴 m + ^m+i = niax (” m , ^ m + 1) ~f~ Biin (v m ， ^m+t) 

= 办 m+i + min (v m , 以 m+i ) ， 

由夕的可加性， 

§rOm) +ff(n m+ x) =^g(v m ^) +sr(min(v m ,M m+1 )), 
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于是 

9 (^m+ ]) ^^9 (” m) + F (W m + i) ~j~ ~2m+ 1 — ^ ( 犯 m ) ， 

9(v m+[ ) -F(w m+l )^ : g(v m ) ― F(w m ) +^r 

(m = l , 2,3, …）， 

而 v x ~u u g(v x ) —F(w } ) ^giu^) — 故对于任何自然数 
n,g(Vn) ~F(w n )<s. 

记 v = limv„，jinj v ^ M + f g ( v ) = limgO „) (因 v x ^ v 2 ^-, 由定 

n n 

理 2 的系），所以 

n 

FOiraWn) ^ ： g(v) = lim^ (v n ) ^limF (w n ) + e. 

n n % 

由 e 是任意正数，即得以] inuO < limP ( u ; n ). 由此 , FClim 

n n n 


M 7„) =lim 尸 OJ • 证毕. 

n 

定义设 / 是局部紧空间 d 上的积分，如果 weN 使得 
F (|«;|)=0, 则称仿是 /- 零函数.如果 AdQ 使得 X a ( A 上的特征 
函数)是/_零函数,则称乂是/_零集.设？是关于 O 中点的命題， 
如果使 P 不成立的点是 f _ 零集, 则称命題户在^上 /- 几乎处处 

成立. 

在不致混淆时，： f - 零函数,零集， /- 几乎处处成立分别简称 
为零函数,零集及几乎处处成立. 

引理5设/是局部紧空间 D 上的积分，则 

( i ) 零集的子集是零集，有限个或可列个零集的和集是 
零集. 

( ii ) 如果则 w 是零函数的充分必要条 件是： w 几乎处 
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处等于 o * 

证 （ i ) 由 P 的单调性，易知零集的子集是零集.设是 
一列零集，记儿的特征函数为叫，由 P 的单调性及次可加性，0< 

F(m2ix(w lf … ， wOX 尸（切 1 + 切 2+… 十切 m)<FOi) + …十 F(w m ) 

m 取 

= 0,并因 max («^ u ; 2 , …， tO 是 U 儿的特征函数，所以 U 人 

n=i n=l 

oo 

是零集.由定理3的 ( iv ), U 4的特征函数 切仍使 F ( w ):0 , 所以 

n = l 

co 

u 為也是零集.由此，有限个或可列个零集的和集是零集. 

n**i 

( ii ) 设 记义* =卜丨|出（（>1>丄!并记 A ={ t \ w { t ) 

( w ) 

^0}. 

如果尸 （ l « H ) = 0, 则 FO |« H ) = 0， 由于 戽的特 征函数< 
« I « H ， 因而由 F 的单调性可知戽是零集(《 = 1，2,…），故由 （iM = 

oo 

\ J A n 是零集，即访几乎处处等于 0. 

n = l 

反之，如切几乎处处等于0,则 i 是零集，即 ^(^)=0, 由此, 
尸0^4) = 0，且由定理3的（1乂），以1化0*；^))=0,由于丨《;|< 

n 

故尸（|切|)=0,即是零函数.证毕. 

n 

系如果 《;6 iV 使以 |« M )< + co , 则 G ||«<£)| = + oo } 是 
零集. 

证 EUI | w ( t )|=+ OD } 为隼贝 ij » LO |， 由此心 (D 
IH )0 二1，2,…)，故 F ( X a ) =0, 即乂 是零集.证毕. 

引理 6设 / 是局部紧空间 o 上的积分，叫，奶且奶与 
w 2 几乎处处相等，则 F ( kll ) =7(|奶丨）. 

证记 ) 尹切 2(^)} 为山则2是零集，令 W 是在4上 
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等于 + CO , 在，上等于0的函数，由于几乎处处等于0,由引理5 
( ii ), w 是零函数，所以 PO )=0. 因为 

I 犯1 I < 1 泌2 I + 仿， | | O ! | + 秘, 

由 P 的次可加性及 PO )= o , 即得尸 （ hi ) =以|卽 2 |).证毕. 

记 L = { w \ wiQ -^ K 且 F (| w ?|)< + oo }， 由丨 的次可加性及 
单调性， F (| 厂 （卜 ll + I 扣2丨）<尸（1扣 ll )+ F ( l 如 2!) •对 

于 z^I：, 记卜卜7?(|祕|)_ 

在 i 中只考虑实值函数是为使加法、数乘都能进行.如果也 
允许#中函数，就把几乎处处相等的函数看成相同，因为使 P 
(! w |)< + co 的 W ； 必定几乎处处是有限值的.这样，线性运算仍能 
进行.易见 ( Z， II • I )是赋范线性空间.如取上面的 z (即仅是 D->R 
的函数），也不把几乎处处相等函数看成相同，则 H 是£中拟 
范数. 

定理4 (1,卜||)是完备的. 

证显然，只要证£点列完备.设{%}是(£,|卜|)中基本点 
列，并设 II W n —W n + i ■，记 h n —\Wi \ + | 切2—切1 I + … + | «?„ + !— 
扣山由定理3的 （ ivh/^limD = limF ( D 《 lu^l + l ， 所以 limA n 

n n n 

几乎处处是有限值的，从而{%}几乎处处有有限极限.记 limA „ 

n 

为+ 00 的集为4 (是零集)，令 w 在# 上为0,在2上为 limw n , 

% 

则 


\ w ~ w n \^^2\ w k ^ — w k \. 

Jfc n 

再由^的单调性及定理 3 的 （ iv ), lw ^ w n \\^ J ]\\ w k + l - w k \\< 

k = n 

故 •〗）• 对于一般的 ( Z ，1 M ) 中基本点到 { w n }， 可 
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取子列{〜}使 In — 〜于是有比使!〜—扣卜 。•而 
对 e >0. 有 W 使当 b , m > iV 时 ，II W n — w m \< Y 9 再取一个办使 
n k >N 且 || w ^ — 于是对 n ^ N , |扣”—扣)| O , 故 I w ” — U 7 j | — 

o . 故 (£, H ) 是完备的.证毕. 

定义 记，称 P 中函数 w 为 /- 可积函数， 如果 o 
的子集 A 使 A 是 /- 可积的，则称4是 /- 可积集. 

同样, /- 可积函数, /- 可积集简称为可积函数，可积集. 

引理7如果 w 6 L l , 则扣 + 6从 
证当扣弘 1 时，有{»„}是1中点列使 || x n — 由 

\ xt ~ W + \^\ x n — w\y 

及尸的单调性， 114— 切1<1|%-«;〖—0，由于 4eL + CL, 所以 
w + ^LK 证毕. 

系 1 当 wer 且 时， M? eX T < J, * l, >. 

系2当 wEL 1 时， mj +GZ/ 1 , 从而 Iwiei 1 . 

系3 当 w u Wz^L 1 时， maxObUrj^minOi， 

证 niax(u?j, u?2) = (扣 1 + 拟 2 + I 扣 1 — 扣 2 1 ) ， mill 类 { 以 _ 

证毕. 

系4如果奶，扣 2 €1^，^!>0, w 2 ^0, 贝 IJ|«?i + «? 2 5 =H 切 il + 

1 切 2 I • 

证当 Wy f W ^ L y ^ 切2>0时，有 L + 中{‘}， { y n } 使 

hn - wxW ^ o , | y n — 扣 2 |~>0,所以卜』1, |夕《|卜11扣 2 |,又同样 
有 ||% +没 J — 1 扣 1 +扣211，但 lkn + y«l 二以〜+穿”）=/(怎《) +/(《《) 
= Ix fl (| + || y „| ，因此卜 i + w 2 [| = |奶|| + 卜 2 ||. 证毕. 

定理 5设 wei + 且 f («)<+ oo , 则 uev . 
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_ _ _ 一 _ _ _ _ • 

证因为厂(《)= 〆《)，由沒的定义，对 e >0, 有 a：eL + 使得 
且 9(w)</(x) + e. 因2有可加性，夕(《 — a0 +穿0)=^(«)，所 
以 g ( u — x ) o , 即1 «— 刎 <心因 £ 是任意正数，故 ueL \ 证毕. 

r 

注当《是有限值的非负下半连续函数时，只要 F(w)< + w, 就 
有 WGL 1 , 如果 W 取值可为+〜,而[及 L 1 中函数按前面定义只 
是对有限值函数的，那么有 P(l«—W)<e, 记 OKO=+oo} 为 
冯4是零集，并会(在止上)且 w 在 X 上为0 ,于是 F (\ w - 
x \)= F {\ u - x \)< e 9 这时但这个如可能已不再是下半连 
续的了.下面的系1也类似. 

系1如果且 〆 tt )< + oo , 则 W 6 Z / 1 . 

证由《61, 有料， y<«, 这时 《— 爹6见 + 且穿(》-穿）< 
+ oo, 由 u — yd ， 即得 »6L ! . 证毕. 

系 2如果 F 是 O 中开集且 F 是紧集，则7是可积集. 

证 取: cei + ,;c 在 r 上取值1,于是但因7是开 
集， A 是下半连续的，且穿 Uk )< st 0O=/0O< + oo , 所以 X r € 
L 1 ， 所以 F 是可积集.证毕. 

系 3 D 中紧集4是可积集. 

证 取开集 F 使^ ^4且 P 是紧集，于是 F 与 FV4 都是可积 
集，但因是； Tk 与 / r、」 之差，因而 ^ a ^ L \ 所以 J 是可积集. 
证毕. 

对于可积集山记 v04) = | J =尸(；^). 

定理6可积集全体是环， v 是这环上的有限测度. 

VEL 1 是个线性空间，又由引理7系3 , i 1 对于 max 及 min 都 
封闭•当 A lf A z 是可积集时, X At eL \ 由于 maxU^, X A% ) = 
^ a x \) a 2 9 niin (^ Alf X 4j)= X hfMa， 故 4U ^门 A 都是可积集.又 
戽 禹)， AM 2 的特征函数等于可见 
山是可积集，所以可积集全体是环.V显然是有限值的，由引 




§4.3 群代数 


291 


理7系4, v 有可加性.当是一列可积集且两两不交时，记 

OG 

A = jj 儿,由定理3的（ IV ), 

H==l 


=HmF ( ^ ir>wt2 ^ 0i4n )= y^v(^) f 

n jt~ i 

oo 

由此，如果 z 也是可积集，就有 v(A) = y^.vjAt)^ 证毕. 

K =1 

引理 8 设 A 是可积集且3是紧集，则对任何 e >0, 有开集 
V 使得 F =^, F 是紧集且 v ( F )< vU )+«. 

证由 Z 是可积集且3是紧集，对£>0,可取此瓜+,使得 

且由3紧 ，有； reL + , 怎在 Z 上取值 

1,令 v = min («，； r ), 则 X A ^v 9 g{v) <\ X A \ ■且 v 在某紧集为 

0. 取拓(0,1)使 <5(! UJ + e ) 〈音 ，令 川 《( f )> 卜 6)，因为 
”是下半连续的, F 是开集，显然 jCZ 7 且 F 是某紧集的子集 .由 
作法， （1— <5)心<”,故 (1— 3)1；^|<|^〖+音.从而 

II X V \\<\ X A \\ + 占 （1 + e)<l X A \+ e f 

即 v ( F )< v 04)+ e . 证毕. 

定义设 ( D , r ) 是局部紧空间，由中紧集全体张成的 a - 环 
记为涊，称为 （ P , r ) 的 Borel 集类. 涿中的元称为 D 的 Borel 
集. 如果 M 是忽上的测度且对于 O 的紧集木 P 04) < + ①，则称 
P 是 D 的 Borel 测度.如果#是 G 的 Borel 测度且对于任何 
Be^ f = inf {"( F ) IF 是开集，耳 F 〕 S } 则称户是卩 
的正则测填. 
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定理 7( Riesz ) 设 OQ ， r ) 是局部紧空间，/是 Z ⑴）上关于 
(⑺的线性正泛函，则有 Q 的正则测度 v 使得 

= ( x ^ L ( Q)) t (1) 

证在/_可积集全体这个环上,令 v04) = 这是 

环上的有限测度，把它延拓成 cr - 环上的测度.由于紧集都是 /- 可 
积集，故所得的测度的定义域是包含激的.把它限制在激上，仍 
记为 v . 下面证明 v 满足一切要求. 

先证 v 是正则测 度：当 2是 D 中紧集时，2的可积子集全体 
显然是环，而且对于一列两两不交的/的可列子集 UJ， 由于 

to CO / oo jfc 

乏>(人)<十00, （J 戽也是可积集 （ J 人的特征函数是 G 儿 

w==l n = l \ n = l n— 1 

的特征函数的 i *11 极限> 因而 A 的可积子集全体是 a - 环.而又因 

{ AH B 06激} 等于义 的紧子集全体张成的 a- 环，所以 义的 Borel 
子集是可积集.由此，当 ze 激且3是紧集时， 乂是 可积集，再 
因当 f 是开集且 P 紧时， r, v \ v 都紧，故 - ve 乳 由引理8可知, 
当46激，2紧时（这时4是可积集)，就成立 
v ( A )= inf { v ( V )\ VZ > A , Ve^ 9 V 开集 }. 

因为激是紧集张成的 a - 环，故对于 Be 洛，必有一列紧集 


{人}使 bcLJa . 记艮 =召门人，于是对 e > o , 有开集匕〕5„, 

H — 1 


且 r 是紧集， KhXv (札） f 4»记 r = (J 易见 r 是开集， 

Z n = l 

oo 

VZDB, VG ^, 且由 V\Bd\J 所以 

n — l 


vOO—v ⑻ < ； 2( V ( F «) 

n-x 

* 




2 n 



f 
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即 v ( F )< v ( B ) + e , 因而 v(B)=inf{v(V)\V^B y 涊 ,1 /开集 }， 

即 v 是正则测度. 

最后再证明积分的等式 （1) .由 v 的作法，当4是可积的 Borel 
集时， v(A)^F(X a ), 因而当 w 是这种函数的正系数的线性组合 
时， F(w) = !wdv, (因为 f 有正齐次性及对中非负函数的可 
加性，而关于测度的积分总是线性的).当函数心1 + 时，记 max 
kG ) UeO } 为对于自然数 w , 把 (0, a ] 区间 2 B 等分，记 

3 = ^^，并记 (&= l ,2,.“，2 n —0， F * 

的特征函数记为 令叫 =^々 + 23；^ +… +(2 n — 由于 
V k ^{t\x(t)eik8 f 是两个紧集之差, 

F * 是 Borel 集且是可积集，因而 F ( w n ) ^ jw n dv t 由作法 

…， 队為 由定理3的 （ iv ) 及关于测度积分的定理 （ Levi 引 
理或 Lebesgue 控制收敛定理)，有7^(工）=卜心.但因 /^( a ：) = 

f { x ) 9 故 = 办 OtGL + ). 由于/是线性的，而关于测度 v 的 

积分也是线性的，故 (1) 式对成立.证毕. 

引理 9设 ( D ， r ) 是局部紧空间， m 是 （ D ， 激）上的正则 Borel 
测度，则对于任何 MCS ,] 是紧集). 

证 先设激且 S 是紧集，记，由 // 是激上正则 
测度，对 e >0, 有开集 VZ > B X 使 //00< M ( A ) +<于是 J = 
是紧集 ,3(=5. 因为/6所以#04)=只(5)— 
#(5门10〉4(5) — —e — ft ( B ) — e ， 由此有 

#(5)=sup{//(>l)Mc ： 5,^4 紧 }. 

由于激是 O 的紧集全体张成的 a _ 环，而可以被一列紧集所 
覆盖的集全体是 o *- 环.所以对激，有一列 G 的紧集{人}使 

oo 

B C (J 4„.由此 B 可以写成一列两两不相衮的 Borel 寒{^}的 
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和集，且 B n CZA n , 对于 £ >0,有札的闭子集瓦使//(瓦) >"( 丑 J 

co I 

如果芦 (5) 二+00，由+00,即知芝> 瓦当； 

“ 71-1 R =1 

OQ 

增大时，可以任意地大.如果 〆 s )< + oo , 则先取丨使]2 M 

*-* 十 1 

( B k )< e f 从而4 [ j 瓦) >//( B )—2 e . 且 ( j 瓦是紧集，总之，都 

\ =1 J K=t 

有芦 （£) 二 sup {//04) M < Z 5 ，Z 是紧集 }. 证毕. 

系设/是局部紧空间 （ G , r ) 上的积分, v 是定理7中所作的 
测度.如果激使 v 04)< + oo , 则2是 /- 可积集. 

证由 v 是正则测度，对^>0,有开集7及紧集5使得 F =)4 
二) 且 F 是 Borel 集， v ( B )< v 04)+ e , v 04) O ( S )+ e . 由于 
是下半连续的， AeL 1 , 且； T B eL l , 而 — 二 ML — A )< 
v — / fi )， 由于— X B ~ ^ 是开集的特征函数，所 W 是下 

半连续， 3^ F(X v ) ^ + 00 ,所以 Z 1 ^ K \ bB + 

S ^ bI = UkL 因而丨心 H — S < bI <2 g 由； 

即知 x A eL \ 即 2 是 /- 可积集.证毕. 

定义设 r ) 是局部紧空间，激是00,0的 Bord 集类, 
如果对任何激， w 在4上激可测，则称 w 是 ( G , r ) 
上的 Borel 可测函数,简称为可测函数.又如果#是激上的 Borel 
测度,切是 a 上的可测函数,且有 Aem 使祕在2外为0,并且在 

4上切关于#可积，则称 w (在 D 上)关于 M 可积. 并称 f «^为 

A 

故(在 O 上)关于 P 的积分,记作为或 \ tVdfi m 
这是通常的关于测度的积分的定义. 

定理8 设/是局部紧空间（: Q ， r ) 上的积分，则使得/(功= 

r r J 卜 




[ a ^ v ( x € L ) 的涊上正则 Borel 测度 v 是唯一的. 

证前面已经作出了 一个正则测度 v 使得 / Or ) 二 fMvOre 

_ 

乙)，如果 P 也是激上的正则测度且也使此式成立，就是要证明 M 二\ 
设 F 是 CQ ， r ) 中开集且 P 是紧集，于是可取一列 
且 /( 工 n )— 穿（义 t ，）， 并可使 Xi < a : 2 < a : 3 < ….记 tt = lima ：„ (点 

点收敛的极限）.由关干测度积分的极限定理 （ Levi 引理或 

Lebesgue 控制收敛定理 ）， j wrf " 二 lim lim /( r *) ~ g { X v ) 

_ 

= 而因故 X v d /^^ M ( V ) 9 

_ 

当 46 涿且 Z 是紧集时，由于 v 、 v 都是正则测度, vCA ) ff iCA ) 
分别是 inf { v ( F ) 是紧集}及 inf {//( F ) 紧}，因 

此 v 04)</ i ( i 4), 

特别对于 ( O , r ) 的紧集次 作； c 6 L + 且 z 在4上取值1.则 
( 工一 X ji) dv ^： (x — X dpi f X^dp 但 = xd "， 由 

J J J J J m 

此,两个不等式都成为等式,从而 v ( A ')^ fiCA ). 

由引理8 ,从//, v 在紧集上取值相等即知在任何 Borel 集上 
都相等，所以 M 二 v . 证毕. 

于是，局部紧空间 ( Dj ) 上的 积分八 就相应于 ( O ，％0 上的 
(唯一的） 一 个正则 Borel 测度 v . 这时，可以讨论 D 上关于 v 可 
积的函数，实际上这与前面的 /- 可积差不多是一样的，只是仅限 
于 Borel 可测函数. 

定理9设/是局部紧空间 ( fl , r ) 上的积分， v 是相应于/的 
涊上正则测度，且《;在加比1集乂外为0，则你关于 v 
可积的充分必要条件是：出是 Borel 可测函数且 w ^ L \ 

证只要对于非负函数 w 来证明. 
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必要性设加关于1，可积，即 ^ Wdv < + c ^ 9 只要证明奶&£/ 

即可.首先，如果犯是 Borel 集 B 的特征函数， w ； 关于 v 可积也即 
v ( B )< + oo , 由引理9的系， J 5 是可积集，也即且 lw | 二 

v ( B ) = wdv , 进一步，如果切是 Bore 〗 集的特征函数的正系数线 

性组合（这种函数也即是取值只有有限的数的 Borel 可测函数）， 

71 

例如切 = Za A ； T Bi ! . 这时， w 关于 V 可积时，，关于 v 可积，从 

1C -1 

而；严 L 1 , 所以 u ^ L 1 . 而且由引理7系4, 

ri 广 

W = X bJ = wd K 
16 = 1 ^ 


对于关干 v 可积的 w， 由关于测度的积分的定义，有一列 
每个 W n 是 Borel 集的特征函数的正系数线性姐合，且 


忉 2 < …，泌„—抝，而 


n J 


wdv — lim w n dv ， (w — w n ) dp ^0 , 对于自然 


数无，{叫一叫}0 =无，左+1, …） 使 叫 —tt； — 叫，由定理3 的 （iv)， 
Jmj—W jt| =lim \w n —w k i =limf {w n ~-w k )dv^= [(w—w^dv. 


n 


n 


由于 \\ w ~ w k \\ ->0(^->oo), 故 m ^L 1 . 并且卜| =lin4«?J 

k 

~ jw^v. (上面队一 《?* 在？时是特征函数的正系数 


线性组合，所以I 叫一叫 H O 心\ ) 

充分性由 W 是 Borel 可测且 W 6 L 1 时，有一列{心是 Z /+ 中 
元，使 1出一％11—0,而|‘一2： |1 |1~>0!>，71~>00)，即|" \ x m — x n \ dv ^ 
0,而{心}有子列（不妨设即为 {〜}) 使 ar „ 是 /- 几乎处处收敛于切 
的.同样由关于 v 可积函数的完备性，有关于 v 可积的&使 f 丨必 

m 
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一; rjiv - >0,而 w 与仿是 V - 几乎处处相等的.证毕. 

对局部紧空间令 M = max \ x ( t )\ ( ar 6 Z /) ,这时| •! 是1/ 

I €0 

的范数.（乙,卜|)是赋范线性空间，在 I 中用函数的通常乘法，^ 
是个赋范代数.如果把 O 作单点紧化扩张（1!*11)是<^(5) 
的子代数. 

引理 10 设^^/^是两个局部紧空间，作乘积拓扑空间0 = 

X G 2 , 则 G 也是局部紧空间，且 {110:61(^30, y€Z/(02)} 所张成 

的线性子空间在 L ( Q ) 中稠密. 

证直接可知 O 是局部紧空间. {xy\x^L{D{) f yeLCQz )} 

张成的线性子空间是个 1( G ) 的子代数.当 （ M , 4)，（“，^)是 D 

中不同的点时，有中函数巧，使得 

(xy)(t l9 s { ) = l 9 (xy)(t 29 s 2 ) = 0 ， 

因而对于 1(0) 中的; s 及 O 中两个不同的点，总有 

痄以込)}的线性组合在这两点处的值与 2 相等.由 Stone - 

Weierstrass 定理，即知由{巧|3?£1(01)，斤1(02〉}张成的线性子 

空间在 L ( r ?) 中稠密.证毕. 

定义 设是两个局部紧空间， /^,/ 2 分别是0 2 的 

积分， o 是 A , A 的乘积拓扑空间，使得 

( z ^ LCQ ^ , y ^ L ( Q 2 ) 

的 D 上积分/称为 / i 与/ 2 的乘积积分. 

这里可以利用定理 7 及定理 8, 当 / 2 分别是仏上的 
积分时，相应有 ^ 2 的正则 Borel 测度 Vi ， V2 ， 再作 Vi 与 V2 的 
乘积测度 v = Vi x v 2 , 的 Borel 集全体与忽 2 作出的乘 

积可 测空间 （ AxD 2 , 風 x 激 2 )就是 ( O , 沒0,而 v 是 O 的正则测 
度，对于於1/(仍，令 

^ --- (* ^ 
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f 就是个 Q 上的积分，当 ^ L ( D ；), y 6 L ( D 2 ) 且 2 = w 时.易见 

/ O ) =/ tOO / 2 ( W ， 由于这种函数的线性组合在中稠密，所 
以使 /( z )^/,( j ：)/ 2 ( y ) CxeL ( Q 0 yeL ( D 2 ) f z ^ xy ) 的 / 是唯 

一的. 

4.3.2 局部紧群上的 Haar 积分 

定义 设 G 是个群.又 r 是 G 的拓扑，如果 

( i ) 乘法： GxG — 卜是连续的, • 

( ii ) 求逆： 是连续的. 

则称 (A t ) 是拓扑群. 

如果 (G, r) 是拓扑群，且 (G, r) 是局部紧空间，则称 (G, r) 是局 

部紧群. 

作为拓扑群的定义，并不要求 (A d 是 Hausdorff 空间.但 
为简单起见，下面设讨论的拓扑群是 Hausdorff 空间.群 G 中的 
元以等表示，群的单位元记为 e . 对于 G 的子集牵 B ， 记 
^{ ts \ teA 9 s eB} f A -^( r l \ teA } f 如在拓扑线性空间的情况一 

样，通带在木 b 是非空集的情况下用这些记号的.否则也认为 
仙(及，9是空集. 

线性空间（用加法作为乘法）是群，拓扑线性空间是拓扑群，但 
只有有限维的 （Hausdorff 的)拓扑线性空间才是局部紧的.在拓 
扑群中没有数乘运算，所以更一般些 . R , T . 整数集（用离散拓 
扑)，《阶满秩阵全体等都是拓扑群(且都是局部紧群). 

引理1设是拓扑群，则 

( i ) 对于映射< I —’ tto 及 t \ 是同胚； 

( ii ) 的映射是 同胚； 

( iii ) 对于 e 的邻域 F ， 有 e 的邻域灰使得且 Fife 


V 

t 
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证 由拓扑群的定义， （ i ), ( H ) 是显然的，故仅证明 （ iii ). 

( iii ) 由乘法在 ( e , e ) 处的连续性，对于 e 的邻域 !/， 有 e 的两 
个邻域 h ， h 使 hhcr . 记£/=6门7 2 ,则 C / 是 e 的邻域且 
Z 7 Z 7 CIF ， 令灰=?/门?7'这时讯是 e 的邻域，且 TFWCT , 

W 就满足 ( iii ) 的要求.证毕. 

理引2设 ( G , r ) 是拓扑群，： r 是(仏 r ) 上的(实或复值）连续 
函数，且在紧集 Z 外 r 取值0,则对 e >0, 有 e 的邻域使得当 
亡 ， kg 使 r ser 时成立 zO ) 丨 < e . 

证 由 $ 的连续性，对每个有 〖的 邻域使得当 
t l ev ( t ) U , | x (^)-^( OI < y . 于是对于这中任何两个元 

心“ 2 ,都成立 \ x ( t l )- x ( t 2 )\< e 9 

在对 Z 取出这样的 F ( f ) 后，因为是 e 的邻域，由引 
理 1,有 e 的邻域 W ( t ), 使得 OFCOHiTKG , 

7(0而《灰0)是/的邻域.因为覆盖阜 X 是紧集, 

a n 

故有有限个， 1 ，匕，…， ~ 使得 ac u (“ 灰（“))-记 r = n 灰 

fc = l Jc=l 

(^).下面证明这 5 F 满足要 求：设 且 rkeF , 即要证明 
\ x ( t )- x ( s )\< e 9 如都不在4中，当然这不等式成立，不妨 
设 圯牵 于是有1，2,《中的 h 使但由于 t-^sew 
(4), 所以 KG 灰 （ G ) TF ( G ) C = r ( G )， 因而在同一个 7(0 中, 
所以 — zO ) 丨<< 证毕. 

系在引理条件中，厂 1 ser 可以改 

证当3：是 G 上连续函数且在紧集2外为0时， 令 y ( t ) = 
x { t ^) 9 因为/ 是同胚，所以 y 是连续的且也在紧集外为0, 

因而对 y 用引理2 ,有 e 的邻域 r ， 满足引理2要求.当《， s € G ， 
时， （ rViOrOGF , 从而 IjKr 1 )— B(l 


. ••州 __T 
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kG )— zO ) 丨 O . 证毕. 

由此，对于在某紧集外为 0 的 G 上连续函数 a ;， 对于 e >0, 有 
e 的邻域 F , 使得当《，且或卜时， 

\x(t)~~x(s) I <€ t 

下面对于局部紧群来讨论，仍如前一小节中那样，记在某一紧 
集外为0的 G 上实值函数全体为 1(奶， 相应地，非负的 1( G ) 中 
函数记为 H ⑺.简记为 i 及 i + . 

对于 x 云 L ， 此 ( 7 ,记 x 8 Ct) — a:{st) Ct€ ： G ) , x s (^t") = xCt ^~ 1 ) (把 

G ). 易见心及 V 仍是 Z 中元.当; cGL + 时，％, V 在 L + 中.并 
且 - 0 Sl )% ( x 9l )^= 

引理3设 《?， r ) 是局部紧 群，; r , y eL + 且则有有 

n 

限个元 t r " ，“ 及正数札… c „ 使得 ，炙 

lO ^=1 

证设』是 ( G , r ) 的紧集，由于 ar ^ O , 有心 6(7, 使2：(«。）>0, 
故有 e 的邻域 PF 使 o ; 在 “ IT 上取值大于0 . 

于是对 seG ， ar , 在 stl l W 上取值大于0 ,而因为 { W ^ TF } 当 
中取一切元时，是覆盖2的，故有有限个 Si , s 2 …， s n ， 使得 

[ jo 山 1 研) 〕 木从而 i ] %在4上点点大于 o . 因而 

Jfc = l K=1 k-l 

在 4 上的最小值也大于0,记为 a . 

由于 yeL + , y 在某紧集2外为0,而记 = max | y ( t >| 为 

I ea 
n 

b f 于是,如上所证有有限个中元《 u …“ 使得;2^^在 Z 上的 

J5 

最小值 a >0, 取 …， c tt = A 则在 A 上的值都至少为 

° £«1 

n 

心，所以 2> fc h >3 r . 证毕， 
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对于局部紧群 G 上的 L + 中两个非零函数心 y ， 记使得 

n n 

的乏] q 的下确界为 ( y ; ； r ). 这是与; r ， y 这一对函数有 

JQ~1 10-1 . 

关的数. 

定理1设 （ Ad 是局部紧群，则 （ WWOrjei + y 关0, y 獨 
具有下列 性质： 

(i) (y;^) = (y 9 ;x )； 

(ii) { y - Vz ; x )^{ y ; x ) +(^ ； x); 

( iii ) 当 时 ，0;： r )<( z ;; r ); 

(iv) iay ； x )^ a { y ; x ); 

( v ) ( y ； xX ：( y ; z ) ( z ； x ); 

( vi ) 

其中 H z ^ L + , x , y y z ^ O , o >0, sEG m 

证由 （ y ; W 的定义，性质 ( ii ) 与 ( iii ) 是显然的.如果； t , $是 P 中 

71 n 

函数， y < H 那么 K 芝] qrM , 由此 （2 M ; r ) < (2 f ; aO 06 G ), 

ic=l k 觀 l 

n 

又因丄」.即知 （ L ， •怎 ）= 0; 欠).同样由夕 c k x h> ayK 

*- 1 

可知 ( ay , ir )< a ( y ; ar ), 同样由 幻并 

令 A = Efl 得 a ( w ； r )<( a 2 r ;； F )， 所以 ( agr ; ； r ) = dO ; a ：). 这就证 
明了 （ i ) 及 ( iv ), 下面证明最后两个不等式. 

n 

( v ) 对 f >0, 有 q ，…， c rt 及纟 "… 〆 „使得 c k z ik R 

Jt- 1 

ft m 

^ C k <( y ; z ) + e . 同样有 A , …， dm 及&，…，使 djX Sj 
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且由此得到 

n n m 

c ^ z tk ^ 2] 〉] 〜忒 〆 “， j ， 

k^l k - 1 

n w 

所以芝] hK ((朽 z ) + e ) (( z ; w ) + fi ). 由 e 是任意 

太 =1 j 二 1 

正数，所以 0; ar )<( y ;3) ( z ； x ). 

n 

( vi ) 如果 设在 《 0 处 y (< 0 ) = ly |, 于是 Hy |< 

fc - 1 

i ] c t r ( *« o )<^ i ] cAa：L 所以因而 
证毕. 

定理 2 设 ( G ， r ) 是局部紧群,％€/^,心#0,对于^ y ^ L \ 

: r 关 0， y 浐0,记 A ( y ) 那末，对于尤 + 中任何非零元 y , z ， 

( x 0 ; z ) 

及 e >0, 有 e 的邻域7,使得当 x € L + 且; r 在 F 外为0时，成立 

证设: r 0 , y , z 是 L + 中三个非零函数, e >0. 由于 y , zeL + , 
y + z 在某紧集3外为0, 取心在 2上为1 ，以 ez ^. 取正数 <5及 5l 

(这两个数的要求见后面），记 2 0 = y 十之+卸 0 并令罗二1,5 = 土，在 

Z 0 取值为0的点上，$及5也规定为 0. 由作法可 知义彡 都是连 
续的.由引理2 ,有 e 的邻域 F ， 使得当《， KG，r 时， 

I 歹 (（） 一歹 O ) 1<〜， lz ( t )- z ( s ) |<^ u 

现设 ^ ez / j ^ o 且： r 在 P 外为0,如果数 cw „ 及元 L … 

n 

t n ( c l9 •*•, c B >0, r ， …， t n € G ) 使 godlcfc ；^， 于是，当 使 

A : _ 1 

)^0, 即; f (^) 尹 0 时，从而 \ y { t - u x )— y { t )\< e u \z 




因此， 


jt ~ i 
n 

z ( ^ ) ~ ^ o ( t ) Z(t X > ' C k :( J f jgt ') j^Z (t t 1 ) ~h ^\~\y 

k - 1 
n 

所以，十由这个不等式即得到 

k » 1 

^#(y) +0*(2) ^^x(^o) (1 + 2fii)^[0 x (y4- z) +60 x (yo)l 

•( 1 + 2 ^). 

对于给定的 a zei + ( 都是非零函数)及 《> o ， 先取如如 
上，由定理 1 的（ V ), <^ r ( y )<( y ；^ o ), < PA ^<( z ; r 。） ，再取6及 e t 
使得 <5 (1 +2£ 1 )( y 0 ；^ o ) ^(y + z ； x Q )2 e x < e f 于是如上取 F , 

占少 r ( y &) (1 ~ h 2 fii ) -；-(y + 2 ) 2 ei , <ie 

对于在 F 外为 0 的; t 6 L + 0 t #0) 都成立.证毕. 

定义 设 (A r ) 是局部紧群，/是 G 上的积分.如果对任何 
x^L 及 KG 成立/(%) =/(>), 則称/是 G 上的左不 变积分 .类 
似地定义 G 上的右不 变积分 （即是使 f ( f )=/0 O 对任何 灿1 
s ^ G 成立的 （? 上积分). 

定理 3在局部紧群 G 上存在非零的左不变积分. 

证取定工 + 中的非零函数知，对于 Z / 中非零函数 y , 记 A 

= —^-( y ；^ o ) .瓦，是闭区间，是个紧空间.把 y 作为足标 ，作 

w > 

乘积空间 xK v , 对于 L + 中非零函数: F , 作= d :)) ( y ^ 
非零)于是必是 xiT , 中的点. 

对于 e 的邻域 F , 取在 F 外为0的 Z + 中非零函数并把这 
样的宄全体记为化，易见 {9 V 是 e 的邻域}是 x A 中的联族， 
因而有 < p ^ xK v 是 {? v } 的公共接触点. 
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于是在 P 的任何邻域中.对任何 e 的邻域都有 Tk 的元在史的 
这邻域中.由的乘积拓扑的定义，即知对于 L + 中的有限个 
yx ， y !，-, y n ( y k 都非零)及 e > o , 以及 e 的邻域 F , 必有乙 + 中在 F 
外为0的非零的 a :, 使得 

\fp(Jh) —KVk) \<在 0 = 1 ， 2 , •••，》). 

由于 A 有性质 A ( h )= AO ). %(叫） = a 0 x ( y ) ( x , 仿 L * 中 
非零函数， seG ), 因而 w 也有这两个性下面 证明免 有可加性: 
设夕， zeL + , 对 €>0, 由定理2可取 e 的邻域7使定理 

2中的结论成立.又对这个 K 有在 K 外为0的 L + 中非零函数 
a ?, 使得 

\ viy )— Ox ( y ) I <«> I 炉 0)— AO ) \< e , 

\<p{y + z)—0 x (y+z)\<e 

而定理2说明 |0 r ( y ) +4^0) — Ar ^ + 2) | < e , 因此， 

1 少 （20 + 炉 O) — 曲 +z) |<4«, 

因为 e 是任意正数，所以 < p { y ^+< P { z )^< p ( y + z ). 

对于零函数，规定供的值为0,于是，炉是上的泛函，^有 

p 

可加性，正齐次性及 平 iyXy 、 ( y 6 L + ,« eG ). 

对于 Z 中的 z , a ; 可写成两个 2 y + 中的元之差.当於厶且 x = yi — 
= h —々（仏，％,；^，；^^//)时，因 yi J rz 2 ^ z x -\- y 2 f < p { yi ) +9? fe ) 
^( p{zd +炉（夕2),令 /0)=炉（穿1) — 炉0|)(=炉（夕2) — 炉（2 2 ))，易 

见/是厶上的积分，且 /OO =/0) 56 G ), 而且当汉是 Z / 

中非零函数时,/(20 = < P (9 )〉〜f 是6上的非零的左不变积分. 
证毕. 

定理4局部紧群上非零的左不变积分在相差常数倍的意义 
下是唯一的. 

证前面已经作出了一个 G 上的左不变积分/，设 P 也是 G 
上的左不变积分,要证明0是/的倍数. 
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只要对于 厶+中 的非零函数来 讨论.设 a : CL + ， a ^ O , : r 在紧 
集 乂外为0,取灰是包含3的开集且 TF 是 紧集，再取 $6 L + 使无 
在 W 上为 1. 对于 e >0, 取 e 的邻域 F 满足下列 性质： ⑴ 
h ( ii ) 对任何〜 s 2 eP%«€G 成立 ;^(<)|<巧 ( iii ) Fc ^ 

且 ZFCZ 灰.由引理2,并因4是紧集，这样的 F 是可以取的.于 


是，当时， 

a ： (^s) =0:(^5) ^(0> )^(0 (t&G) , 

并且由此可知 \ x ( ts )~ x ( st )\< ex ( t )( teG ), 取在 F 外为0的 
L + 中函数 z 使 = KO ( 托⑺，由于/,?都是关于测度的积 
分，由 Fubini 定理，如果把相应于 /， p 的测度记为 ji ， v . 


f (z)g(x)^^zdju ^xdv = 12 (s) dfJL («) jx(t) 办 ( 亡 ) 




z(s)dfi(s) \x{st)dy{t) 


g )rfv ⑴ ja : ( s ) 弘 ( s ) 

z{s~ x t)dv{ (s) 

5( d ) dv(f ) jx ( s ) rf " ( s ) 


= ^z(s)x{ts)dlJi (s)rfv( t), 

所以 S { z ) g { x )- g { z ) f { x)--=-^z ( s )[ x ( st ) — x { ts )^ d ^{ s ) dv ( t) y 
因而 

_ 广 

1/(^).7(^)- I < z{s)dfi(s) ex(t)dv(t) 

J « 

= f ( z ) g ( x ) e t 

同样，对于又一个中的非零函数 ? r , 也可作 L 并对于 e >0, 
又可取相应的 e 的邻域 "， 而可以取^是在 " D 「外为0的函数， 
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也即=同时可以使得不等式 

I/O) <ef(z)g{x) f 

\f(z)g(y) —g(z)f(y) | <,ef(z)g{y ) 9 

同时成立.因此，对于任何1+中两个非零函数取定 A 歹后, 
对于任一个 £>0, 总有中 Z 使上两式成立,只要2取得较小)， 
从而 

g (^) g ( v ) < g / g (^) I g ( y )\ 

7 oo~m " 、职 +丽, 

由于 e 是任意正数，所以 

yeL+ ， x ^ 0, 0 )， 

因而 g 是 / 的倍数.证毕. 

在上面已证明过，对于 ^ o , / O )> o , 所以除法可 
以做. 

定义局部紧群 G 上的非零左不变积分称为 G 上的左 Haar 
积分.相应的（？的左不变(正则）测度 P 称为左 Haar 测度. 

引理4局部紧群 G 是紧的充分必要条 件是： G 的左不变测 

度 M 使得 P ⑷)< + °°. 

证必要性 由 G 是紧的，故 /^( G )< + oo . 

充分性 用反证法，如果^不是紧的，取 e 的邻域 TF 使 TF 是 
紧集， 因 为有限个紧集的和集是紧集，所以对于 G 中任何有限个 

n n 

元 JJg 眾不会等于所以必有 g 中元 

jt=i 

n 

“灰，所以有一列 G 中元 {« J , 使得 L+SU t k W{n = U 2,…). 

K 

再取 e 的邻域 F 使] 于是 { i „ F } 是一列两两不交 
的幵集.但对于 e 的邻域 P %#( F )>0, 从而由 / i 的左不变性 ， P 
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/ QO \ CO 

LM， =2>少）=+叫矛盾.证毕 • 

\ A J k ^1 

类似地，局部紧群 G 上存在右不变的非零积分.相应地 有右不 
变的正则测度,在相差常数倍的意义下是唯一的. 它们称为 G 的 

右 Haar 积 分及右 Haar 测度. 

下面就用/ , #分别表示 G 上的左不变积分及相应的左不变 
测度.当^是紧群时,通常取左不变测度 P 使 P (仍= 1. 一般说来, 
左不变测度不是右不变的. 

对干 G 中元令 二 / OOOrCL), A 显然是 L 上的积 
分，又对于 ap€L 及尤 k {x t ) - / ( (^) a ) = / ( (x s ) ( ) - / C^ 9 ) - 
A(x), 所以 A 是 G 的左不变积分.由左不变积分的唯一性，因而有 
数 c (>0) 使办二 cf， 这数是与 s 有关的，但对于此/ (V ) = cf(x) 

是 对任何成立的.由此可知，当斤力使 /0) 二0时， /( f ) 
= 0( s 6 G ). 

定义设/是局部紧群6?的左 Haar 积分，称(0,~): 

群 （unimodular group). 

由上所述,模函数 A 的定义中， x 可取任何 L + 中非零元，或 
者取成是使 / GO 关0的任何 L 中元，而 A 与元0；的取法是无关的. 
而局部紧群 G 是单模群也就等价于 G 的左 Haar 积分是右 Haar 
积分. 

引理 5如果局部紧群 G 是交换群或紧群，则 (9 是单模群. 

证当 O 是交换群时，因为/=%-1,故 /(/)=/ o,-i) = 
/(X), 从而 A (S) = 1 ( seG ) ，所以 G 是单模群. 

如果 G 是紧群，记 z 是 G 上恒等于 1的函数，则 x € L + 而 f 二 
A 故/(/)=/00,由此是单模群.证毕. 
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引理6设 G 是局部紧群，则 G 的模函数 A 是 (0, a ). 的 
连续同态(这里同态是指群的同态， (0， cx >) 是关于实数乘法的群). 
证取中的非零函数由于所以得 

A ⑽ △( ^{y 1 - △⑴ △ W = △“)△(，), 


所以 △ 保持乘法，即 A 是群的同态.因此，只要证明 △ 在 e 点的连 
续性就可以了.取紧集 Z 使$在4外为0,再取开 集灰使 
乂且，是紧集，作5在 TF 上为 1. 对 e >0, 取 e 的邻域 
P 使得当 时， \ x s ( t )~ x ( t )\< s ( teG ) 9 并使 且 FF 

d . 于是当 时， |x s — 0：|<枝，所以 I/O 3 )— /(工 ）l<e/(5)， 

也即 


| A(s)— 1 \f(x)^sf(x). 

由于 / OO ，/ (幻都是确定的数，因而 A 在 e 处连续 （ AO )= l )， 
证毕. 

定理5 设 记则 fix ) = f ( x ). 

证对于; r 6 Z ， 作无 （ GzarGIACr 1 ) 后，记 h ( x ) = f ( x ), h 

是1上的积分.对于文及 KG , 考虑 A ( g ), 由于 
( xs )( t ) = x s { t ~ 1 ) A ( t ~ l ) 

= A (5- ”⑼⑴， 

因而 h ( x s ) =△(—)/ (⑻。 = Ms - 1 ) Ms ) f ( x ) = Kx ) 二 Kx ), 所 
以办是左不变积分.由左不变积分的唯一性，有00使力=#, 
数 c 是与; reL 无关的.下面证明 c = l . 

对^>0,由△是连续的， 故有 e 的邻域7使得且 
| A(G — 1|<4当 <67时)，且可设 F 是紧集.再取 L + 中非零函数 
夕使夕在 F 外为0且沒 （ r l )= y ( f ) (托 G ). 于是， 


_ §4.3 群代 数 309 

\y~y\<,ey 9 

因而 P ( y )—/ ⑻丨二 ！/( 歹）— /( y ) Kd ⑻，又由 Hy ) 二 cf ( y )， 
即知 |c — 1 1 < e . 因为 e 是任意正数，故 c = 1，即々 =/. 证毕， 

系 设 G 是局部紧群，则 G 的左 Haar 积分是求逆不变的（即 
对 a ： eL , 令 2( t ) = a ： U _1 ) 时,/0)=/(工))充分必要条 件是： G 是单 
模群. 

证充分性 由定理 5 即得. 

必要性 用反证法，如果 g 不是单模群，则有 “ ee 使 △(“） 弇 
1,不妨设 A ( i 0 )< i . 于是有“的邻域 Tf 及 a >0, 使得 A ( f )<1 — 
<5( 当 〖 GTF 时).取 L + 中非零函数^ 使； r 在灰 m 外为0,于是 

(teG } 9 

记以0=^(卜)，就有 /00<( i — …/(^),与假设矛盾.证毕, 

4.3.3 群代数 

本节中仍设 G 是局部紧群，记 G 的 Borel 集全体为激， 化 G 
的左 Haar 测度.如在 4. 3. 2中所证明的，#是涊上的正则测度, 
M 有左不变性，即对于 Ae 涊及 seG , 成立 对于 G 
中紧集 4, P ( j )< + oo , 而对于 G 的非空开集 F ( ern , fi ( F )>0. 
在相差正数倍的意义下， G 的左 Haar 测度是唯一的. 

有了忽及激上的测度 P 后，可以定义关于测度//的积分.首 

# 

先要说明（关于磨）可测函数的概念.对于 G 上的实值函数爲如 
果对任何 ze 激及 cGR,^n 都是 Borel 集，就称巧 

在 G 上可测.对于 C 的映射，当实部及虚部都可测时，称它是可 

测的. 

• • 

如果切是 G 上的可测函数，又 w 在某个 Borel 集 乂外为 0 ,并 
且祕在 X 上关于 M 可积，就称切是 G 上的 关于#的可积函撖 ，并称 
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扣为 MT 在 G 上关于 M 的积分.记作为 I 似“关于，常常 

略去不写. g 上可积函数全体记为 p ( g ), 对于 wer (⑺，以 f ^| 

* 

dn 作为 w 的范数 i , 则⑴⑷)，1 • 1 1 ) 是个 Banach 空间.在 P 
(⑺中，（关于 P ) 几乎处处相等的函数看作是同一个元. 

对于^> 1，如果如是 g 上可测函数且 IH ( G ) ，就称 u ； 是 

g 上的$次可积函数， g 上多次可积函数全体记为 p ( g ), 对于《； 
eL ， iG),~ 

( P ( ⑺ ， H P ) 也是个 Banach 空间⑹）中，几乎处处相等的函 
数也看作是同一个元. 

如果 jp , g > i , f + f = i , 当叭 ep ( G ), 奶 glh ⑺时，奶 

w 2 eL \ G ) 9 且 a 趴班山 <1叭 IMu ^. 这个不等式称为 . H . dlfey 予 

等式. . 

# • 

设 P > 1 * 又 对于斤 P (⑺，令 

/0)= xydfi oez/(G)), (l) 

贝 ij/e (p ⑹ ,4 •! P )*m il = i y U , 且 ( p (⑺ ，1 • I p ) * 中的每个 / 都 
是这种形式的，即与 ( P 0?),1 HW ) 是线性保范同构 
的.由 （1) 式所作的 (以⑹， Mp )*^(^( c ?), HU ) 的映射 
就是个线性保范同构.通常就写成 d p ( G ), Hp )*=( L « 

⑹ , H ,)_ 

特别，如果如是 g 上可测函数，且切与 g 上的有界可测函数几 
乎处处相等，就称仿是 G 上的本性有界可测函数 ， G 上本性有界 
可测函数全体记为 L -(0) ，对于 《;6 L «(60 ,令 
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lUi | o 0 = in /{ sup {|2( t )| \ t ^ G } \ w 与 ; r 几乎处处相等 }, 

这时， （ i >( G ), 1.1 乃也是个 Banach 空间. 

由于 P (⑺与的情况有些差别，是指妗 [1, 

+ oo ), I ^( G ) 的情况是特别指明的. 

因为 G 本身可能不是 Borel M f 对于 G 的子集 B ,如果对任何 
A^m y a n Bern, 就称五是可 测集 .如果 b 是可测集且 a 04 n 
B) = 0(Ae^)^ 就称5是 零集 .两个函数几乎处处相等是指这两 

函数不相等的点全体是个零集. 

引理 1 设 G 是局部紧群，则 I(G) 在 L 1 (<7)中稠密. 

证 这里，当 P ( G ) 表示复值的可积函数全体时， i ( G ) 就表 
示在某紧集外为0的复值连续函数全体. L ( G ) dL l ( G ) 是显然 
的.由于测度有限的集的特征函数的线性组合全体在⑺中稠 
密，所以只要证明了兩？ 11 * 111 〉包含了>0046涊且 M 04)<+ oo ), 

设也涊且#(4)< +② ，由" 是正则测度，对£<0,有 A 的紧 
子集 I ,使" (4)>/ i 04) — e , 又可取开集7使 F 是紧集，且 7=) 
為， 〆 r ) < " ( 4】 ） + e ,这样，有 xeL + ((?) 使得 a ； 在 F 外为0 ,且； r 

在為上取值恒为1 ,易见 f Xyd / i , 因而 Jar — 

J m « 

且因丨；^一 /wltd 所以 \ x - X A \<^ e . 可见 
包 含了; 所以1⑹在 ( Zv 1 ( g ), H ,) 中稠密.证毕. 
定理1 设则 L ( G ) 在0^(仍，卜1 ? )中稠密. 

证 只要对/ »1 的情况证明.由于 i p ( ⑺中函数可以写成 
P (60 中非负函数的线性组合，只要证明包含了 P 

(⑺中非负函数即可. 

设 切 emc ?) 且 扣>0, 对 e > o , 设《；在 涊) 夕卜为0 ，取 一列 

«o 

紧集 {4} 使扇匚禹匚…且 ( j 人〕 牵记叫 （其中〜 

n«l 
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= {t I w ( t )^ n }) 9 于是奶<奶 2 <…且 w n —w (点点收敛），由积分 
的 Levi 引理，1扣一 w n 3 P = (j («? — 因而有 n 。 使 lu ; — 
^ B 0 IU <^. 

由于是在紧集外为0的有界函数.所以有 
於!/ (60 使 x ^ n 0 且 | ar — 扣 rj ， <( 2 ^)^. 因为 


\x — w n y ^{2 n ^ y - l \ x — w nd \ 9 

m 

0|z —U7„j p ) p = j \x—w n J p d^ 


<(2«o) p — 1 \x—w n \d^(2n 0 ) p 


e 


p 


2 n 


0 


< e 〜 

即叭。 L < h 由此 4 p <2 〜 [( G ) 在 OACO , 1 七）中稠 
密.证毕. 

引琿 2 设(?是局部紧群,则对于: rO)yO 
、）（作为 S 的函数）仍在 1( ⑺中. 

证由 是拓扑群， 即知; ^5沽(5- 1 «)是^?上的连续函数，又 
因 X 在某个紧集外为 0, irUMOr 4) 在这个紧集外为 0, 所以 Z 
( s ) p ( s - H } eL ( G ), 证毕. 

引理 3 设 <7是局部紧群 , A (⑺，令 

*1 

m 

z(0= x(s)y(s~ l Odfi{s), 

i 

则 z ^ LUG '), mzh ^ hhlvh . 

证对 6(9, 因为 z ⑴是 1( ⑺中元，所以 〆 O 有确 
定意义.设 z 在紧集 J 外为0, y 在紧集 s 外为0,由于 
s\teA f 汉 6J5 } 是紧集，当《^4£时，由 — G 因而501与 5-46 
fi 不会都成立，所以恒为0，可见 40 = 0( 当 
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时)，所以2在紧集 ZB 外为 0. 

又因妗 L ( G ), 对 e >0, 有 e 的邻域 F , 使当且^ 
时， \y(t,)-y(t 2 )\<e t 因而对于 也有 lyOrD — 

y(s l t 2 )\<e 并因 a： 是有界函数， 

Iar(«)y(«~^2) |<«max|a:(s) | X A {t Xf t t ^G 9 

$ ea 

t ~ iH t ev 时)，从而 \z{t 1 ) — z(t 2 )\^ : 8mdix\x(s)\fi(A) 9 所以 z 是 

sea 

连续的，即有 zeL(G). 

如果 AyGL+W), 这时 IUIi= x(s)y(s-H)dfi (s) dfi(t), 

V « 


由 Fubini 定理， 

IN i=j(J:0)Ks M 0 《 "(5)) ⑴ =]W)( y(s"'0^ 

对于 由 Fubini 定理， ,<141 ylh. 证毕. 

定理 2 设 g 是局部紧群, new(G), 则对于几乎所有的 < 
eGjOOyo-w) 关于# 可积，且当 < 使工⑻ y (厂 1 G 关于〆可积 

t 

时，令 2(0= z(s)y(5 -1 Gd//(s)， 则 且 IldOHi 

, 


lyh . 

证 同样由 Fubini 定理，由于 


可知对于几乎所有的 《eo, kM/iO) 是有限数，（在不 

_ 

可积的《上规定 <0为0 ), 且 ) 也是关于 A 可积的，且 

\ z ( t )\ dfi ( t )^ lxl x M u 

4 

这里对于的二元可测性（关于乘积测度 # x ；/的可测 
性）不加讨论了.证毕. 
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定理3 设 x ^ L l { G ), y ^ L ^ G ), ( p > l ), 则对于几乎所有的 

# 

尤关于"可积，且记 2(0 二 ^( s ) y ( s ~ l t ) df !( s ) 

« 

时, zeL p ( 0 ) ，而且 H p < W i W 〜 

证只要对于非负函数$，夕来证. 令？ 使+=1 ，0=1 

lr i 

时已证，故设？>1)任取 2ep(60, 由 Fubini 定理 

j*(j*arO) 夕 z(t)dja(t) 

= ^x(s')^(s~H)z(t)du(t)diu(s) 

<lylUIN ff j ； r(5)rf/i w = !ylUMUIklli ， 

上式中对于固定 s 而对于 Z 积分时，由 yGL ' zeL % 使用了 Hold¬ 
er 不等式，由于>0)2^，）— 00与任一 P 中的2的乘积是 2 / 

(⑺中函数，因而对几乎所有的 teG , \ x ( s ) yCs - H ) dfi { s ) 是有限 

_ 

数，且作为 <的函数 ， f x ( s ) y ( e ~ l t ) dfi ( s ) eL p ( G )， 而且 

J 如⑷在 z /( g ) 中的范数证毕. 

定义设 G 是局部紧群，称 

j% 

z(^t)= x(s')y(^s' 1 t)diiCs) Ci^G) 

J 

(当 《ee 使上述积分不存在时， 规定杉 #)=o ) 为$与 g 的卷积, 
记为 an. 当 irex 1 . yeLH ?> im f 也称上式定义的2为怎与岁 
的卷积并记为 

由定理2、3,当;⑺时， x ^ yeVCG ) 且 
HyL ，当: 时 ，; nep 且 

弓 I 理 4 如果 xev {0) 9 妗则 [I 且 k 鳍！ < 
IMIiD 鲈 IU. 
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证由 y 是本性有界函数， k(^)y(5~ 1 OI^|yI-U(5)| 
表示几乎处处 <), 即知 IwyKbMxk 证毕. 

定理4 设 G 是局部紧群，在 Banach 空间 L l ( G ) 中规定以卷 
积为乘法，则⑺是个 Banach 代数. 

证 由于卷积是 (0 x2/(60—1^((?) 的双线性映射且满 
足范数的不等式 l ^ yKhhMu 只要证明乘法满足结合律, 
且由于卷积的双线性，只要对非负函数来证明. 

由于积分的左不变性，在卷积的定义中， 

(a:*y)(f)= \x{s)y(s^ l t)dfi(s) = [x(ts)y(s~ l )dfi(a ) 9 


由此，当夕，此厶弋⑺时，由 Fubini 定理， 

((x*y)*z)(t)— (x^y) (ts)z(s^ l )d/n(s) 

_ 


I xitsv)y{v~ l )z{s~ l )ifjL(s)d^{v) 


=j*: ( ⑻ {y*z) (v) 

— 1 ( X * (汉*之） ）（ f )• 

! 

式中，由 P 的左不变性，当计算积分时，中，用 w ( ut ) 
代替 W (()， 积分之值相同.即《可用似代替 （ W 是 G 中任何 元〉. 


证雖. 

当 G 是局部紧群时，以卷积为乘法的 Banach 代数 L 1 ^?) 称 
为群代数. 

定理5 V (G) 是交换的充分必要条件为：0是交换群. 

证充分性当 G 是交换群时 ，G 是单模群，所以积分中变元 
可换成逆元，从而 
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pO) 穿 O -1 尤）卽 0) =jar(s _1 )y(5 名 ) 办 （ 5) 

— fy (^) if (« _I )^(«)> 


即 ( ar * y)(f )= ( y * aO(f ), 所以 x*y = y * x , 

必要性如果 l 1 (的是 交换的，则对于(⑺, 


0 = x*y — y*a?=J[[ar(i 5)y(s~ ! ) 一 y(5)ar(s - 1 名 )] 如 (s) 


因为对于任何 yev (⑺成立上式，所以对 xeL ( G) f 

x { ts ) A ( s ) — xist ) = 0 , 

取 （ 为 G 的单位元 e 时， z ( s ) A ( s )— x ( s ') =0,所以 A0) =1(«6 
<?)，因而 z(d)=ir(b ). 由于 i(G) 中函数分离 G 中的点，所以对 
1心6。=化即(?是交换群.证毕. 

定理6 ZYG) 有单位元的充分必要条件是 G 是离散的. 

证充分性如果 G 是离散的，即 G 的拓扑是离散拓扑.这 
时, G 的 Haar 测度也即在每个单点集上取值为1的测度（单点集 
是开集又是紧集， M 的值在 (0,+oo) 中，不妨设为 1). 在 G 的单 
位元上取值1 ,在其余点上取值为0的函数记为 g, 则 eEL ^ G ), 
!e|=l. V ( G ) 中函数也即在 G 的至多可列个点上取值不为0而 


且 H WGI< + oo 的函数，而且 
1 €« 


hi = 


t eo 


对 rep(G), 


(x*g)(f)= \x(s)^Cs^ l t)dti (s) —x(t) 9 


§ (s)x{s~H)dfi (s) ~x(t) 9 
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所以 g 是⑺中单位元. 

必要性 设以(⑺有单位元对于6的邻域 F (设 P 是 G 中 
紧集），下面用反证法证明 inf {^( F )| F 是 e 的邻域. P 为紧集}是 
正数.如果下确界为0，由积分的全连续性定理，对&>0,有6的 


邻域 F 使使 kklrfwCe . 取 e 的邻域 


W 使得 W ^ W ~\ 


WWCZ 


K , 并令 y 是▼的特征函数.这样， 

I (a ： *^)(t)|<j|ar(s)^(5' I 0 \ dfi<e ( 右 6TT 时)， 


这与 z*y = y 相矛盾，所以 

inf {// ( F ) | F 是 e 的邻域 P 紧 } = fl >0. 

由此，取 e 的邻域 t / 使 P 是紧集且 〆 ?7)<2«时，只能是单点集 
{ e }. 由 { e } 是开集，因而 G 的单点集都是开集，所以 G 是离散的, 


证毕. 


§ 4 . 4 对称 Banach 代数 

本节讨论更为特殊的一类 Banach 代数，即有对合的 Banach 
代数及对称 Banach 代数.前面所举的一些 Banach 代数中，大都 
可以规定对合使之成为对称 Banach 代数.对于这类代数，正泛 
函是主要的工具，这节中讨论了正泛函与表示的关系，并讨论了不 
可分解的正泛函与既约表示的关系. 

4.4.1 对合 

定义 设及是代数，如果映射具有下列 
性质： 

( i ) ( a :*)* = x ; 

(ii) = 
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( iii ) 

(iv) (xy)* = y*x *， 

则称*是 i? 中的对合.如果在代数 i? 中规定了对合 + ，就称 A 是带 

对合的代数. 

引理1 设丑是 有单位元《的代数，*是及中的对合，则 
e*=e. 

证由 0 = e 々及对合的性质 (i),(iv), 即得 

e— (e*)*= (e*e)* = e*(e*)* = e*e = e*. 

证毕. 

系设丑是有单位元的代数， * 是丑中的对合，如果^是丑中 
正则元，则 f 也是丑中正则元. 

证因为$是及中正则元，故有丑使砂由对合 
的性质 (iv) 及引理1，可知 

e=e* = (xy)* = y*x* = (yx)* = x*y* f 

所以 d 是正则元且证毕. 

引理 2 设丑是没有单位元的代数，*是及中的对合，在丑加 
人形式单位元所成的代数尽中，令 (；u )*=( z,y)， 则*是尽中 
的对合.又如果及是没有单位元的 Banach 代数，*是丑中对合， 
则在丑 加入形 式单位元后的代数尽中，再令 I a, oO 1 = UI + 1 
及1是有对合的 Banach 代数. 

证由作法直接验证即知.证毕. 

定理1 设丑是有单位元《的交换复 Banach 代数， * 是及中 
的对合，则下列命题等价 

(i) 丑的每个极大理想I 都对于对合*封闭，即:时 W 

(ii) /(^)=7(7) ( fe ^ 9 xeR ). 

(iii) e + f a: 是正则元(此丑) • 
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证 ( i )=>( ii ). 设 / 的零空 间说是 及的极大理想，对 
x 6及，记 /(工）为义，则 /Ue — x ) = /0) = 0,故 Xe — x^My 由假 
设 (Ae ~ x )* eM , 即; te — PeM ， 故 f ( x *) = / ae )- J . 

( ii ) ^( iii ) 对 于尺為 因 

f(e + x * x ) -/( e ) +/0*)/0) = 1+ 1/⑴| 2 >1, 
因而 f { e - Vx * x ) #0,但 a e+x * x = {f ( e ^ x * x )\ f ^ M }, 所以 0 不是 
«十 ar *； r 的谱点，即0是正则点 , e +3：*»是正则元. 

( iii ) ^( i ) 用反证法.设见是及的极大理想, Z 6 M 但 
M ， 故以 见为零 空间的 / ej 使 / Or ) =0而 / Or *) 关0,不妨设/ 
O *) 二 i . 记 y = «* + a ：， 于是汉* =夕，故0 + 3^=：€? + 穿 2 ，而/(6 + 穿* 
y )=/ O )+[/( y )] 2 =0， 因而 0 eor e+lf * tf , e + y*y 不是正则的，矛 
盾.这就证明了丑的每个极大理想都关于对合封闭.证毕. 

定理 2 设丑是有单位元 e 的交换复 Banach 代数 ， * 是丑中 

的对合，且 对任何 e 都是 i ? 中正则元，则丑的 reji 卜 

' 

中 aw 表示厂的象在 C ( i ) 中稠密. 

证 丑的 rejib 中 aH fl 表示厂是 C ( J ) 的代数苘态，由定理1 
的 ( ii ), 厂 f 是厂; t 的共轭函数，又因厂 e 是恒等于1的函数， r ( B ) 
显然分离 W 的点，由 Stone - Weierstrass 定理，厂 ( ft ) 在 C (4) 中稠 
密.证毕. 

引理 3 设丑是有单位元 e 的复 Banach 代数, * 是丑中的对 
合，则对 ar €： iJ ， a ; 与 ar * 的谱半径相等. 

证设;，则 Ae — a ： 是正则元，由引理1的系. ( Ae - 
x )* 是正则元，故心一 铲正则 ，说 p ,*, 由 此对汝 丑， j 5 r (={ X |[ 
Px }) C ： p x + . 同样对于0有，所以 心* =&. 由此, f 与 
z 的谱半径相等.证毕. 

定义 设及是有单位元的复 Banach 代数（单位元 e 的范数 
为1 ), 且*是丑中的对合，如果 = Ore / O , 則 称丑是 对称 
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Banach 代数. 如果 i? 是对称 Banach 代数，且对于任何 xeR , e -^ 
x * x 是丑 中正则元，则称丑是完全对称 Banach 代数. 

上面对于有单位元 e (且 le| = l) 的复 Banach 代数引进了对 
称和完全对称的槪念.当及没有单位元时，可以利用加入形式单 
位元后的 Banach 代数是对称或完全对称的来定义.但下面所用 
的对称或完全对称的 Banach 代数这些概念，都包含了有单位元 
的要求.在有的书上，把上面的对称 Banach 代数称为有对合的 
Banach 代数，而把上面的完全对称的 Banach 代数称为对称 Ba¬ 
nach 代数. 

定理 3 设丑是交换的完全对称的 Banach 代数，且对于任 
何 zER , bi 等于: r 的谱半径，則丑的 rejib 中 aHa 表示厂保持范数， 
且对于汝圪厂0是厂 T 的共轭函数. 

证由定理為士幻， 当丑 交换时，对汝 
cr x = if ( x ) I feji} , 由于(厂 f )(/)=ax)T7"), 所以厂0是厂 X 的 
共轭函数，而且 |/^l=rOr) = |k|,OreR ), 即厂是保范的.证毕. 

系设及是交换的完全对称的 Banach 代数，且 |H|=rO) (x 
6/?), 则 i? 的 re^b(J>aHA 表示厂是的满射. 

证 由定理 2，r (丑) 在 cmo 中稠密 ，又因 r 是保范的，故 r 
的值域等于 c(w ). 证毕. 

併 1 设 D 是紧 Hausdorff 空间， C(£?) 是上复值连续函 
数全体所成的 Banach 代数，对于 KC(fl). 令 W 是函数 

x *( t )— z ( t ) ( tEQ ), 

则是以*为对合的 Banach 代数. 

例 2 在 Wiener 代数 W 中，对于 areTF , 以(托 [0,〜]) 
作为^%则*是 硏中的 对合. 

例 3 在 Banach 代数 W (复平面的单位闭圆上连续、单位幵 
圆 内解析的函数全体）中，以作为的对 
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合，则这是 w 中的对合. 

例4 在 L(R) 中，以死乃为: r *,* 是个对合.又如果以 
作为也是 KR) 中的对合. 

例 5 设丑是复 Hilben 空间， （ S (孖 — 丑 ) ， H) 是 Banach 
代数 ， 』卜-# ( 2的共轭算子）是 B 的对合. 

在上面的各例中的对合都使1^1 = IU1, 直接验证可知，例 
1 的 C(a) 及例 2 的 TF 在对合下是完全对称的，例 3 的 i 是对称 
的 Banach 代数，但由 J 的线性可乘泛函的形式及定理 1 ,因为条 
件 (H) 并不成立，所以 W 不是完全对称的.例 4 的 L(R) 没有单位 
元,在加入形式单位元后的 Banach 代数 Z(R) 中，所给的两个对 
合都使 Z(R) 是对称 Banach 代数，而由 L(R) 上非零线性可乘泛 
函的一般形式是 Fourier 变换，由定理 1 的条件 （ ii), 在第一个对 
合 = 下不是完全对称的，但在对合 0(0=^^ 下 

是完全对称的.例 5 的 5( 丑 -> 丑）是完全对称的. 

4.4.2 正泛函与表示 

定义 设是对称 Banach 代数，/€足，那么 

(i) 如果 fix *) =/0r) 06K), 则称 / 是 Hermite 泛函； 

(ii) 如果 /(WaO^OOrGA), 则称/是正泛函. 

引理 1 设丑是对称 Banach 代数, /e/T, 那么 

(0 /是 Hermite 泛函的充分必要条 件是： 对于 i ? 中使得 
x * = x 的元 a：，/0)€R, 

(ii) 如果/是正泛函，则/是 Hermiu 泛函. 

证 （i ) 的必要性显然，所以只要证充分性.对；记 

Xj = y ( o : + x *), x 2 =~ r ( x ~ x *), 易见 a;! 二 A ，= 且2： = ；^ + 
fz 2 , 故 x * = ( x x + ix 2 )* = x { — ix 2 , 由假设， fix *) =/(a：i) —i/(x 2 ) 
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= ) + i /( x 3 ) - /( z ), 所以 / 是 1 ^ 1111 忧 6 泛函. 

( ii ) 设/是正泛函，由⑴只要证明如果 a ： eR , a :*=; r 且] 1 $ 1<1 
时, / Or ) 6 R . 这时，令 



1 1 
T \ f ~2 



上式中的系数是函数在£ = 0处的¥级数展开式的系数.由 
于 kl < i , 上面级数的》项的部 分和％ 构成(私！ • I )中基本点列, 
因而级数收敛于元由于 d = ，所以 C 二 y , 并由级数的乘法 
可 = e — x . 由 / 是正泛函， fiy 2 )= f ( y *¥)> 0 , 所以 /( a ?)6 
R , 从而/是 Hermite 泛函.证毕. 

弓 I 理 2 设 i? 是对称 Banach 代数，/是丑上正泛函，则 

\f(y*x) \ % <,f{x*x)f{y*y) (x ， y6R). ( 1 ) 


证对于 ; 记 /(yh) 为 Dr, y ], 易见 [•,•] 满足内积的 
条件（但由|>， <1 = 0 不能推出 ; r = 0), 由 Schwarz 不等式即得 
(1). 证毕 . 

定理 1 设/是对称 Banach 代数 i? 上的正泛函，则 /CB* 且 
!/卜狀 

证由弓 I 理①的证明，当 ; re/2 使 or* = ;r, 〗 xI.<l 时， /(e-x) 
>0 ,故 /0c)<Ke ), 同样 / ( 一 : rXf (e ), 因而 | — f Or ) 丨 </0 ).又 
如果 3^ 丑， lsrl<l ， 则因而 
/(y*y)</(e). 由引理 2 ,有 

l/(^)l 2 -i/ (e^y) 1 2 </(e) /(y^)</(e) 2 , 

因此，当 y&R ， b!<i 时， l/(y) 所以 /er 且 imK/O), 

又显然 |/1>/ 化 ) ，因此 !/l=/(e) 。 证毕 . 

定义设丑是对称 Banach 代数，如果 及是复 Hilbert 空 
m,0:R^B(H^N) 是保持对合的代数同态且少 O) =/,则称少是 
12 在 if 上的表示 . 又如果氏 孖使仲 ⑷引斤/?}在丑中稠密，就 
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称I足表示0的循环向量，有循环向量的表示称为循环表示.如果 
h 的闭子空问仏>使0⑷丑。 cii/Ae ®, 就称 tf。 是表示边的不 

变子空间.只有//及 {0} 为不变子空间的表示称为既约表示. 

如果少是对称 Banach 代数及在复 Hilbert 空间丑上的表示， 
易见对于氏丑，令 /OO = (0Or)l, I) ( x ^ R ) ,则/是丑上的正 

泛函. 

定理 2 设丑 是对称 Banach 代数， f 是 £ 上的正泛函，则有 
Hilbert 空间丑及丑在丑上的循环表示少使得 

f(x) = (0(x)i,i) (z€iO, (2) 

其中 S 是表示0的循环向量. 

证 /是零泛函的情况是平凡的，所以只要对于 f 竽0 的情况 
来证.不妨设1/1=1,下面具体作出满足定理要求的表示. 

对于 记 0，y]=/(y*;r). 除了 [z, z]=0 不能够保证 

x-0 之外， [•, •] 满足内积的其它条件.记 i2o= {X I x £ R 9 [^, z] - 
0}. 由 Schwarz 不等式，当 a：6J?。 时，对 y€i?， 丨[>， y] | 2 <[> ，怎] 
[y,y]=0, 所以丑 。={>|[: r, y ]=0 对 yER 成立 }. 

易见札是丑的线性子空间,又当 於丑0, ye? 时，由 fiiifx )* 
yx ) =/((y*ya:)*ar) = [ar, y * yx ^ = 0, 所以料€丑 0 ,因而 72o 是 i? 的左 

理想. 

作商空间 R = r / r ^ R 中元$+丑0以宏表示，宏=罗等价于; r— 
y€i?o. 对于及中元宏,罗，令(宏，歹 ） =!>，《]. (•，•）的意义是确定 
的，并且 （•，•） 是及的内积. 

对于於丑，作由于及0是丑的左理想，当 

沄=穸时 ，; p — 故幻?一 zydio . 即之 a = ，所以人的定义是确 

定的.显然先是的线性算子. 

现证卓是及^ 及的 线性有界算子：由于/是正泛函，对于庄 
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一 固定的丑，易见 g :§ r ! —是丑上的正泛函，由定理1 , 
SW =^( e)， 由此 

I A z x || 2 — I zx 1 2 =^f(x*z*zx) =g(z it z)^g(e) lz*z\ 

=f(x*x) iz*zi^m 2 \\zi 2 f 

即 fl 无 II , 所以戽是 R ^ R 的有界算子，且.在 
上面式子中， B 的范数及@中的范数都用 H 来表示的. 

记内积空间的完备化为孖，由于人 S ), 因而人可 
唯一地延拓成 H —丑 的线性有界算子，记作为 003). 于是对 
丑,作出了 0 0) 而少是 R—B 的映射. 

由次的作法，易见逡是的代数同态，山 
是 R ^ R 的恒等算子，又对于 z , y, zeR ， 

CA Z 2, f) = (zx, y) =Ky*zx) =/((^y)*ar) = (5, z*y) 

= 0t 9 A z *§)， 

由于 5 在丑中稠 密而少 (z) 是次的连续延柘，因此少： R — B(H 今 
H ) 是代数同态，少 O) = /且0 ( z *) -0(^)* ( z ^ R ) ，所以0是丑在 
#上的表示. 

记苕为由于丑)，因而{少⑷引成及}=及，从 
而0是循环表示，I 是0的循环向量•对 ^ 

(0{ Sf i) ~ c^z^f ~ (^> = /( 名)， 

故 ( 2 ) 式成立.综上所述，所作的丑及 5 在丑上的表示少满足定理 
的全部要求.证毕. 

定义设丑是对称 Banach 代数，0,, 0 2 分别是五在复 Hil- 
bert 空间上的表示,如果有 H X -> H Z 的酉算子 f 使得对任 
何： rG 丑， 

0 l (x)=U^0 2 (^)U f 

则称表示少1与是酉 等价. 

• > _ 1 • 
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定理3 设丑是对称 Banach 代数，仏，％分别是丑在 Hilbe¬ 
rt 空间//:，汛上的循环表示，而匕, h 分别是表示0冲 2 的循环向 
量，如果 （也 O)H) = (0 2 O)l2，！ 2 ) (斤幻，则表示軋与少 2 是 
酉等价的. 

证由假设，对于 a;, y e/2, 

(<PiOOL ， <Pi(y)ix)^ (^,(^^)11,^i>- (0 2 (^^)| 2 ,| 2 ) 

~ (少 2( 文)丟 2, 少 2(?0D ， 

因而对任何 xGR, |^i(x)|J = l^ 2 (^)l2l . 而当怎，使得 A 
(工)匕二少 i(y)h 时，因为少办― y)L=o , 所以 0 2 O—y)! 2 =o, 即 
少 2( 工)玄2 =少2 (穸)姦 2. 

对于扒中形为 AOOUa^/2) 的元，令 
| 2 ,由上所述，厂的意义是确定的、 r 是到{0 2 (工） 
心 Uei?} 上的线性保范算子.由假设匕匕分别是负,，少 2 的循环 
向量，因而 p 的定义域和值域分别在丑 2 中稠密，所以 r 可以 
唯一地延拓成 H \— H t 的酉算子 

由作法，对 U < P l { zy ') t 1 ^ ^ 0 z ( xy)h = f p 2 

OO0 2 (2O! 2 二 ，因而 

U0 i (s)0 1 (y}i l ^0 2 (z)U0 l (^)ii ix ， 氏 R )， 

由此，对与 0 2 O ) f / 在 {0 !OOh 1^/2} 上取值相同， 
又因为这是丑 ， 中稠密集，所以 C/AOhAOOZ/Grei ?) ,即 

0 l (^)^u- 1 0 2 (z)u (xeR) , 

因而<^与4> 2 是酉等价的.证毕. 

4.4.3 不可分解的正泛函与既约表示 

引理1 设丑是对称 Banach 代数 ， 0是丑在 Hilbert 空间丑 
上的表示，则0是既约表示的充分必要条 件是： 与每个 0O)Or€ 
m 都可交换的 TeBQI—H) 必是恒等算子的常数倚， 
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证充分性 如果取）是 P 的闭子空间且 0 O )" oC = 仏 
/2),记丑0上的投影算子为戶，所以 P0O)/^0O)POr€/J)， 因 
此 而由 i>0Or*)P = 0{>*)P, 立即有 

P 0 (x*) = 0 (x*)P (are 丑）， 

因此对任何: res, 户与0(>)可交换，由假设户是/的倍数，因而 
p 是/或0，即丑。=丑或》{0},所以0是既约表示. 

必要性 用反证法，若有 Teeczr — 丑)使得 t < p { x )^0{ x)t 

ix^R) 且则：7\ = + (7 + !7^), T Z =^(T-T*) 中总有 

一 个不是/的常数倍，不妨设几关儿/,由于 A 仍使 T x 0 (x)^ 

且7^=?^，由自共轭算子的谱分解定理，在^的 
谱系中必有不等于0及/的投影算子 P, 且 P0OO= 少 OOP. p 
的值域及。不等于{0}、丑，但 0(z) 及。 C 丑。，这与0是既约表示相 
矛盾，这就说明了必要性成立.证毕. 

在引理的证明中用了自共轭算子的谱分解定理，在下面一节 
中将给出谱分解定理的一个证明. 

系设丑是对称 Banach 代数,0是及在丑上的既约表示,匕， 
沾 H ， 如果（少 0)H) = (^(^)| 2 , | 2 )(斤丑)，则有 A€C, Ml- 
1 使 Sl=A! 2 . f 

证不妨设 t 尹09^ 2 •由于0是既约表示，丑中非零元都是 
❿的循环向量，由 4. 4. 2的定理3,有 H—H 的酉 算子? 7使⑦ ( a ;) 
^ U ~ x 0( x ) £/(此及)且= 6、由引理 1 ，因£^少 O ) = 0 O ) UOcEK )， 
"是了的常数倍，由"是酉算子，这数的模长为1,可见有 viec , 
Ml 二 1 使匕二•证毕 . 

定义设 E 是对称 Banach 代数, /,y 是上的正泛函，如果 
有；1>0使得; I/—y 是丑上正泛函，则 称穿被/所控制， 如果 ^ 是 
B 上正泛函， 且被 f 所控制的正泛函必是/的非负倍数，则称/是 
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b 上 不可分解的正 泛函. 

定理2设丑是对称 Banach 代数，/是丑上正泛函， 丑及少 
分别是按4, 4. 2定理2所作的 Hilbert 空间及丑在丑上的表示, 
I是使/ 00 = (^(*)|,|) ix ^ R ) 的少的循环向量.如果分是被/控 
制的正泛函，则有丑'的正算子 T 使得 

06/2), 

且 

T 0 Cx )^ 0 Cz)T 06 丑) • 

证仍不妨设 1/1=1, S 即为畝见 4_ 4*2 定理 2 ). 

由分被 /所控制，故有乂>0使 入 f ~~ g 是正泛函，不妨设1 

(否则对于 f 9来证 明）. 因为是正泛函，故 

g(x*x')^f(x*x) (x^R), (3) 

由干0是 i? 上正泛函，由 Schwarz 不等式，有 

\giy*x)\ % ^g(y*y)g(z^x) </ (y*y)f(x*x) (x,yER), (4) 
因而当； ^ 丑。（ ={0 ： | 3 ： 6 尽 /0*^)-=0}) 或 ^/2 。时 , gr(y^) 二 0. 

令屮(无，罗） ( 3 c , if^R = B / Ro ) f 史的定义是确 定的. 
所作的史是内积空间5上的一个半线性泛函，且因为 (3), (4), 有 
19(5,歹 ）1 <_1 列，史是有界的.由穿是正泛函 ，炉 (至 ，幻 ><>• 

9?可以延拓成丑上的有界的一个半线性泛函，从而有 
B ( H ^ H ) 中的正算子 T 使得 

tpi ^ y ) = { Tx 9 y ) (5, y ^ K) t 

对于 aM zER, 

(T0 (z)^, §r) = (T zx 9 f) = p(zx ， S) 二 g(y* 找）， 

{Tx 9 0{z*)y) = (Tx y z*y) = <p( 元， z*y ) 二 g(y*zx )， 

由此， i^(z)Tx 9 y)^(T<J>iz)z,y). 因为 5 在打中稠密，所以 

T0{z)=0{z)T {zER), 
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g ( x ) 9( e * x ) -- < p ( x y e ) = { Tx , e) — ( T 0( x ) e , e ) (x^/2), 

所作的 7 符合定理的要求.证毕. 

定理3设/?是对称 Banach 代数， f 是 R 上正泛函， 又少. 
是丑在 Hilbert 空上的循环表示，心是叫的循环向量，且 

(虻扪，则/是不可分解的充分必要条件 

是: 是既约表示. 

证 只要对/乒0的情况来证 # 

充分性 设少 ！ 是既约表示，由 4U. 2定理3,对于按 4. 4. 2 
定理2所作的//及 0及^，中与 酉等价，但与既约表示酉等价 
的表示,易见是既约的,所以0是既约的.由定理2,如果 g 是被/ 
控制的正泛函，则有丑(辽—丑）的正算子 A T 0( x ) = 0( x)T 
(: r€/?) •且〆 ：r) = ( T 0 (x)|,|) OrGR ). 由引理 1, T 7 是 / 的倍数，由 
^是正算子，故所以 

g(x)= (A0(x)i 9 1) ^A(0(x)S 9 i) = Af(^) (xeR) 9 
可见 y 二 U>o) ， 即 / 是不可分解的. 

必要性 用反证法.设不是既约表示，于是有丑^的闭子 
空间 U 0 ( II 。 关 {0} , ff 。 尹仏）使 AOOffoCZ 馬, 记丑 Q 上的投影算 
子为 P 关0,尸衿/,而户巾! 】 (Z ) 尸 Ore/f). 令 

g ( s )=( P 0 1 ( x ) i lf i l ) Ore/?), 

于是， 

g(x*x) ^ (P0i (x*x)i l9 i l ) = ( 尸步 iO)!i ， ^i(^)li) 

故〆: 二 /O^) (汝 m . 这样， 0 是被 / 控制 
的正泛函，所以有非负实数 A 使 g =^ f , 即得 

(泛丹)， 

由于 {0,00^^67^ 在丑】中稠密，所以对中任何元I, 

j|P! 卜二 v^Xlli, 
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但因 p 关不会有一个; l 使得这式成立.这就得出了矛盾, 
证毕. 


§4.5 (T 代数 

本节讨 论的以 代数是更为特殊的一# Banach 代数,它是完 
全对称的 Banach 代数.证明了交换 (7* 代数的表示定理，讨论了 
正常元的函数演算,正泛函以及态与纯态等概念,纯态与可乘性的 
关系，并证明了没有交换条件的表示定理.作为一个应用还给出 
了有界自共轭算子谱分解定理的证明. 

4.5.1 C* 代数的基本性盾 

定义设及是 Banach 代数， * 是及中的对合，且 

篇 (xeR) f 

则称 H 是代数. 

在代数中，如果元; r 使; r * = ar , 就称; r 是自伴元.如果 
元 a ： 使 = 就称 z 是正常元.又如果 B 是有单位元 e 的 

C * 代数，丑中元 z 使 x * x ~ xx * = e 时，就称 z 是酉元 • 

引理1设丑是代数, RllU*I = |xJ ( xeR ) ,又如果丑有 
单位元 e， 则 

证对此丑,由于故 .! a：|， 因而 
ki<hi . 同样 = 所以 = 又当丑 
有单位元 e 时， =〖 e*el =〖e! 2 , 所以 le! = 1. 证毕. 

定理1设 z 是代 数忍中 的正常元, MlimVbl - 14 . 

证由于！ | ( x * xy \ — \ Or’it)*(:r*ir)Il = Hariri 2 , 又 

1 dx*xy \-1 B = k 2 l 2 (后一式 
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中用到了 Z 是正常元的条件），所以 | ir 2 | l 二 || a:*xl = 1 aril 2 . 

当 z 是正常元时，/仍是正常元，所以 |^ = N 2 | i 2 = br , — 
般地可知 h 2B lj =〗 ； r| 2R ( n = 1, 2,…） 

由干存在且等于又当 n = A = l , 2, 

71*^00 n 

…时， VH 二 WI ， 由此即知证毕. 

71 

系如果 r 是代数丑中正常元， Ri ! l ^ li - iU ! l n («= i , 2, 

3, …). 

定理2设 丑是有 单位元 e 的复代数，: r 是 B 中自伴元，则 
Or x CR - 

证设甿尽 = A 先证明用反证法，如果 i 是》的 
谱点,则 (》 i ~ l ) 《是 nie + x 的谱点，所以 

« + (/*== 1, 2, 3,…）， 

从而 

(n + lX||nie + a?S* = II (― «ie + a:) (nte + ^) 1 = |n 2 e + ar’| 
<b 2 -1 - far*II, 

即 2 n + l <( l ； r *| ( n = l ,2, …)，矛盾. 

如果 而 A ^ a+fei ( a ,6 GR , 6^=0), 于是 ^" Or — 如）是 

丑中自伴元， 且纟是 的谱点，与上面所证的矛盾.因此 
AGR , 即 o ^ ClR . 证毕 • 

定理3设 i ? 是有单位元的复代数，札是丑的子代 
数（即/? 0 是丑的 Banach 子代数且当汝札时 3 ：*€丑 0 ),且 e ^ R 09 
则对 xER 0f a x ( Ra ) = a x ( R ). 

证如果且，，由于札本身也是个代数，由定 
3 2, a y ( i ? 0 ) cR •由 4.1.3 定理 1 的系， cr〆 /?。）= o >(/?). 

现设 xeR 0 , 因为 crAH 0 )〕 a x iB ), 因而只要证明当 A6 Pz ( B ) 
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时,乂€/>,(私)，即当在丑中可逆时，就可以了. 
设心-疋 是丑中 正则元，记;^湘-怎，因而 d 是丑中正则元，从而 
2*2, 都是正则元.因为是自伴元，由上所证 

0；5*)~€办，而由即3 在办中 有左 
逆元及右逆元，所以2 在埯 中是正则的.因而^€札，所以 
a x { Ro )= a z ( R ). 证毕. 

在前面举过的例子中，当公是紧 Hausdorff 空间时， C ( D ) 以 

_作为 f 时，是个有单位元的交换的复代数， 

又如果"是复 Hilbert 空间，在 中用 T *( T 的共轭 

算子)作为 T 的对合时， F ) 是有单位元的复以代数，当 JJ 
的维数大于1时，不是交换的. 

上面所举的例子是有单位元的复代数,而且差不多是有单 
位元的复 P 代数的全部例子了. 4.5 中的两条定理 （ rejib 中 aHA - 
HafiMapK 定理）说明了这一事实. 

G ⑸）以及对于实 Hilbert 空间孖的 S ( H — H ) 是实代 
数的例子，这两个实代数都有单位元.而当是局部紧的 
Hausdorff 空间（但设 A 不是紧的)时，幻 ！ 可以作单点紧化扩张 
为紧 Hausdorff 空间，或者在紧 Hausdorff 空间 D 中，取一个 

点而且{«。}不是 Q 中开集,这时， Q \{ M 在 O 的诱导拓扑下是 
局部紧但不紧的空间. C 03) 中在 “处为 0的函数全体记为 
C ( Q \{ U }) 9 (或者记在“无穷远点”处为0的 A 上复值 
连续函数全体），这样的空间是没有单位元的交换复代数.又 
B { H ^ H ) 中的紧算子（即全连续算子)全体是没有单位元的复 C * 
代数的例(丑是无限维的复 Hilbert 空间）. 

下面只讨论有单位元的复代数，即代数”就是指“有 
单位元 e 的复代数”. 

定义 设' /?* 是 P 代数， 0 ： R ：~> R u 
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(0 如果少是私->/? 2 的代数同态,且少保持对合，即 0(f) = 
(0O))* Ot 6 尽），并且 0(e) (式中两个 e 分别是 私及私的 
单位元)，则称少是艮 ―私的 同态. 

(ii) 如果少 是负―尽的卜 同态，而且 (少凡 )二私，1少001= W 
Ore 私），则称0是 r ^ r 2 的完全同构. 

完全同构的两个代数可以认为实质上是相同的. 

定理4 (rejib(|)aHA-HaftMapK) 设 5 是交换的代数，则丑 

的 reji 6 中表示 r 是丑 —Qj) 的完全同构. 

证丑是交换的代数，由定理2,当於尽 V = 时, 
or.cR, 所以对于 feM , /(^)6R , 由 4. 4. 2引理 1，/ 是 Hermite 

泛函，由 4. 4. 1定理1, 及 是完全对称的.又因丑是交换的，所以5 
中元都是正常元，由定理1,14 二 Ore 及)，由 

n 

4.2.3 定理 2 , IITa ; 1- r ( x ) =\\ x \\ ( x ^ R ) , 即厂是保范的.而由 

4.4.1 的定理3及系，即和厂是 R ^ C ( Jt ) 的完全同构.证毕. 

由定理4,可知交换的有单位元的复代数实质上只有一 
种:紧 Hausdorff 空间上的复值连续函数全体. 

系设开是 P 代数,於/2且 z 是正常元，那末， 

0) 如果 orfR， 则: r 是自伴元； 

(ii ) 如果〜 C：I(=a|AeC，|A|=1}), 则 $ 是酉元. 

证由于$是正常元，由 {e，r，ar *} 张成的丑的 Banach 子代 
数记为私，易见札是 

S 是自然数,〜， Z6C} 

( 友 ， i = 0 

的由包，札是丑的0子代数且札是交换的.由定理3,作为/2。 
中的元来看，〜 (7WCZR 或 K(/? fl )C=I 依然成立. 

id 上的非雩线性可乘泛函全体为 私的 rejidcJjaHfl ^ 
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示为厂，则厂是札 — 的完全同构. 

当 a x cR 时，厂: T * 二厂 Z , 由厂是保范的，故厂一对一，因而 
x * = ar , 即 : r 是自伴元. 

当 a,Cl 时， rOrh ) 与厂 Of ) 都是上恒等于 1的函数， 
所以 r ( xx *) = r ( x * ar ) = r e , 从而 = = 即 r 是酉元. 
证毕. 

弓暉 2 设 A , fl 2 是 两个紧 Hausdorff 空间， S 是 Q x ^ a t 
的同胚，则 C ⑹ 2 )的映射 x ^ xoC ~ { 是完全同构. 

证直接验证即得.证毕. 

由引理2,从两个紧 Hausdorff 空间之间的同胚 S 可以作出 
C ( D 2 ) 的完全同构.记 <7(£^)，0(0»)的映射 x \^ xoC~ l 

为必. 

定理5设丑 是交换代 数,; t 0 eR , 如果 { e ,； r 0 , rS } 张成的 
Banach 子代数等于丑, 则及与 C ( a d ) 完全同构. 

证由定理4,及的 rejii > 中 aM 表示厂是丑― C ( J ) 的完全同 
构.而当 / l ， 使二^^。)时，由于 / lC ^ o ) ~ f f 
所以 / l =/2, 从而€:^—0^。:/1~>/0。)是同胚.由此％是 
CCJO — Wc ^。) 的完全同构，因而0 £ 。厂 是丑到 C ( a x 。) 的完全同 
构.证毕. 

系在定理5中所作的完全同构0:。厂下，％的象是 a ,。 上 
的恒等函数 K 即对于 Ae 心。， KA )= A ). 

证直接计算(0 : 。厂) Or 。)， 由于（是。的同胚，对于 
A 0 6 a * 0 , 有 使 /。0。）而 C ( fo ) 二 乂。， S " 1 Wo ) =/ o , 

(0 { 。厂） { xQ )= 0 c ( rx Q ) — (厂 or 。） 。厂 \ 所以 

(( 厂如） or 1 ) a 0 ) = ( rx Q ) ( r %)= (厂: r 0 ) ( a ) =為（/ 0 > 

= /o(:o) = 乂 0 ， 

即对任何 AoGo ^。， （仏。厂） Oo )( 这是 COq ) 中元，即是在 cr *。 上的 
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连续函数）在 A Q 上的值即 为為. 槪沙广厂)〜 ) 是 a% 上的恒等函 

数. 证毕. 

下面以*表示恒等函数，即 t：C^C：A^>A. 在具体情况下， 
只把 t 的定义域限于 C 的某一子集上. 

定理6设 是紧 Hausdorff 空间是 C ( D 2 ) 

的完全同构，则有 o ^ q 2 的同胚$使 0 O ) 二； rMKCO ^)). 

证对于圯■0 1 ，记7^={到於^7(弘），蚁0=0}，同样对于 
攻 efl 2 , 记 N s ={y\ yec(：Q 2 ), y{s ) 二 0}. 由千0是代数同态，且0 
是双射，余维数为1的线性子空间的象是余维数为1的线性子空 
间，浬想的象仍为理想，而极大理想的象仍为极大理想，因而 0( 況 ( ） 
是 C ⑹ 2 )的极大理想，从而有 s ^Q 29 使少（礼） ^N s . 这样，对于 
o, 中元《，以所得的 A 中元 S 记为 SG), 就作出了 
的映射因为对任何一个中 S , 是 <7(a) 

中极大理想，即有^使 CN a ) = M i9 可见 S 是到上的，显然 S 是 
Q l ~>£^2 的双射 . 

由于 CWi ) 中单位元 e 的象 00) 是 <7 ( X ^) 中单位元 e , 对于 
<7(^) 中的：及 A 中的 G 记二6并记工 0) 为九 
由于疋一 AeO /” 由亡的 作法， < PCx - Ae ) eN s , 所以 y — AKiV ,, 
yis ) —2=0, 即 yO ) = A ， 由此 

x(t)=0(x)(C(O) i^c{Q x )y tea,), 

也即; Kr 1 ^)) 二（少0))0)) (xeciD^.sen ,). 所以 

0(x) = aro^~ , . 

下面证明 5 是同胚.设 B 是中闭集，记4二 r 1 ^). 要 
证4是 A 中闭集.对纟0?木于是 & = ((“) 否 A 故有 ^C0O 2 ) 
使 yis 。) = l，y 在 B 上为0,记; r = 少 -1 (y )， 贝 = yOo) 二1，同 
样; r 在 乂上为 0,由 a ： eC ( n ), 易见因而4是闭集.由此 
s 是连续的，因而 s 是的同胚.证毕. 
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4.5.2 正常 元的函数演算 

定理1设丑是代数， ： T 0 是中的正常元，则有唯一的 
C(cr XQ )—R 的保持范数的—同态满足 （ i ) 1 h e ; ( ii ) * h A , 其 
中 1 是在 o ^。 上恒等于 1 的函数 ，* 是恒等函数. 

证记 { e , Xo ,: r $} 张成的 Banach 子代 数为办，办 本身是个 C * 
代数由 4. 5. 1定理5及系，以记札上的非零线性可乘泛函 
全体， r 为 Rq 的 rejib { J)aHfl 表示 ， S : 為) — 。： / I ~>/(0：。)，则少£。厂 

是7?。—的完全同构，因而 

丑0的完全同构.它把1映射为 e , 把 t 映射为心，作为 CKcr^—R 
的映射，厂 — 、巾彡 1 是保范的*-同态且满足0)， （ U ), 这就说明了定 
理所要求的映射的存在性. 

如果少是 C(a X 0 )^R 的保持范数的*-同态且少 （1) =6 
<^(0= x 0 f ]&A={(p\ ^eC(cr XQ ) , 0 (<p) = (^ 1 00 £ -») (9?)>, 则 4 是 

C(q xo ) 的关于对合封闭的闭子代数且〗， ieA , 由此可知 
C{a XQ ) 9 因而定理所要求的映射是唯一的.证毕. 

当及是代数,; r 0 是72中正常元时， 〆 eCCcr ,。)） 在定理1的 
映射下的象记为炉0。)，因而，炉 Oo ) 可以看成是二完映射，一个变 
元是 i 2 中的正常 元抑, 另一个变元是在上的复值连续函数 

当固定 a ?。 时，一称为元 A 的一种罕 率淳豕 

系设及是 P 代数彡则 • • • 

⑴当心 是 i ? 中正常元时，休 ㈤ ） l < peco x 。} 等于 { e ， 办，“} 
张成的 Banach 子代数， 

( ii ) 当是中正常元，炉 eCO ,。) 时，0^ ( *。> =炉(0^。). 

证由于炉 I ~ ►炉 Or 。) 是 C (< r r 。） I ~> R 0 (^= { e , ar 0 ， a :?} 张成的 
Banach 子代数）的完全同构，即知 （ i )( ii ) 成立.证毕. 

定理2 设五是 C * 代数， it 是丑中正常元， 9>eC{a x ) 9 i>ec 
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O ( oO ), 则 O 。 炉）0)=於00))- 

证记由定理1的系， ( TeWaj , 故当 V > e7( 炉(％)) 
时，即 0e(7(or y )， 所以於(穿）有意义.又少。少 eco:)， （於。史 )0) 也 
是有意义的， 

任意取定 9^C(a x ), 记㈣>)为 y, 考虑 

{t\^C{<pia x )) t ( 垆。炉 ) 0 ) = 0 ( 20 }， 

记这集为』，易见 1( 在 fK%)=a ，上恒等于1的函数)及I使得 

1。9?=1(式中右面的1是在 CT, 上恒等于1的函数） i。 炉二炉，因而 

1, 儿又由於 •。炉 = ( 分。炉广 ， (^i + ^ z )°93= 

(0i^ 2 ) ° p = Ctz o ( p ) Ci f ^ i f \ y ^2^ c (( pCcr x )) 9 f 中的 *表 

示共轭函数, 桃 则表示函数的逐点相乘).因而4是 C { p ( a s )) 

中关于对合封闭的子代数，又当(在 C 0 p (< T x )) 中收敛,即在 

史 (A ) 上一致收敛)时,0。9?(在 OV 上一致收敛)，并因固定 

， 元时，函数演算是保范的，所以 Z 是⑷(少 (OrJ), H) 中闭集，由 

* 

Stone-Wcierstrass 定理， A — C ( ip ( a T )) f 所以对于 9^0(0^) 及 
tec(<p(a s )) f (^o<pXx)=^(ip(x)}^ 钲毕， 

4.5.3 谱分解定理 

这一小节中设丑是复 Hilbert 空间，及 ( 丑 —iT) 是 P 代数 . 

引理1设 i? 是丑(丑- >#) 的 *- 子代数(即关于对合封闭的 
子代数)且 /e /?, 则是 S (丑—丑)的 * -子代数.又如果丑是 
交换的，则是交换的. 

证记成 = 显然凡是 5(//— 及)的线性子空间.当 

T ^ R , 时，有丑中网 {rj 使 T a -^ T { W 0 T) y 从而 Tt ^ T *( WOT ), 
因为？ ^e/e , 故所以抝关于对合封闭.又由 3.4. 5 引理％ 
固定 TeBCfiT—iT) 时，汉卜^ 及汉卜 — 是 ifoy 连续的，闽 
而当 sen , T ^ R , 时，有5中网 { T a } 使 TpT ( »FOT) ,所 a 
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(灰 or ) ，由 ST 云 R, 即得 8Ten lf 再一次用这方法即知当沒， 
re 私时， STER lf 因而私是卜子代数. 

又如果及是交换的，由于固定丑 — 好)时，汉卜一奶 r 
是连 续的. 因而对于 TeR , { S I , TS ~ ST ^ 0 } 
是包含及的闭集，所以它包含私.由此当 re /^时* 
{ S \ SeB ( H ^ H ), 7^ — 是包含 / J 的闭集，它仍包 
含及， 这就说明对于汉， TER tf TS — ST 4, 即负是交换的. 
证毕. 

定义 BCff — 奶的包含 J 的汉 or 闭的卜子代数称为 
中的） Von Neumann 代数_ 

由于比范数拓扑 1.1 弱，所以 Von Neumann 代数是 
C * 代数. 

弓 I 理2设 ree (好— 丑). 则 t 是正算子（即对氏好，（^, 
I ) >0) 的充分必要条 件是: T=T*K < r r C [0, oo ). 

证充分性记炉⑴ = VTG >0), 故炉 ec ( ar )， 记 T 7 产 
史 CD , 由于史 2 二 i , 所以 A 2 = *( r )= T ，又 L 是自共轭的，所以 
对 iei /, m f i ) - 

必要性设 T 是正算子.在复 Hilbert 空间中，如果算子 T 使 
( T |, S ) eR (|6^), 7是自共轭的.因此，由 or r CR / 只要证明负数 
都是 T 的正则点.设^>0,下面证明 T ^ rXI 是正则 算子： 

对 feff , ((T + AI ) ^ |) - ( Ti f i)+A ( I , I ) > A (|, I ), 所以 
UT ^ AmW ^ AHl 由此易见 T + J / 是一对一的.由于 r + A / 
是自共轭算子， （ F + A /)// 的正交补是 r + A / 的零空间，因而 
(T + AI ) H 的正交补是 {0}, 即 T ^ XI 的值域在//中稠密，再因为 
( TVA /广 1 是有界的，所以 T + A / 的值域等于 / T , 而 CT + A/rW 
B(H ^ H ) ,从而 T + A / 是正则的， 一 从而 or ； rC [0, c ^). 
证毕. 
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定理 1设忍是扒孖 —丑) 的交换 Von Nemnann 代数，则 

R 上非 零线性 可乘泛函全体^(用弱*拓扑）是极度不连通的. 

证/?的 rejib 中 aHA 表示厂是 R — C ( Jt ) 的完全同构.对于 
TCR , 记尸 ( T ) 为丸由于炉的值域等于 o >, 由 4. 5. 1定理4的系 
以及引理 2 ,可知/?中自共轭算子全体在厂下的象就是 C 7 { M ) , 
而丑 中正算子的象是 C r CJ () 中非负函数. 

在中，以<作为半序，对于中， i > ec T iJt ) 9 少是指 

炉 (/)<#(/) 


设是一族 CU4) 中范数有界的函数.对于足标集的有 
限子集 F， 记％二 max(<pj f 而以 CI 作为足标集的有限子集之间 

a€F 


的序，{<^}是<^(13)中的网，而且 {<p F } 是单调上升的•记 r、 外) 
为 TV, 即 t F =< p F ， 干是 {?v} 是及中范数有界的，由自共轭算子所 
成的网，且 {7V} 是单调上升的. 

由 3. 4. 5定理7, { T f } WOT 收敛于 : T, 因为丑是 WOT 闭的, 


所以 re 圮且 t f ^ t p t 是满足 t ^ t f 的最小 算子. 所以 f 是比 
每个 < Pf 大的最小函数，由此 f = sup{9>J. 

因为 C r (J) 中范数有界的函數族都有上确界，由 3.4. 4定理 

4 

6, ^是极度不连通的.证毕 . ’ 

定义 i pco ( kr ) 是的投影算子，如果 

( i ) P ( t ) P ( s ) 二 Pit ) (当 《幻； 


(ii) P ⑴右连续（取 OT 连续)； 

(iii) 当 t —+oo 时 />(#)->/(^0T )， 当 i —— oo 时 P(0 —o 
( WOT ). 则称 P (.) 是 5( 丑 4//) 中的 谱系. 如果有 a , 66 R 使 
P ( a ) -0, F (6)=/, 則称 />(•) 是有界镨系. 

定理 2( 有界自共轭算子的谱分解定理）设 yesar— 奶是 
自共轭算子，则有 H) 中谱系 />(•) 使得： 
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( i ) 当 Omax {； l |/ lear } 时 = 

当右<1^11{41>160>}时 P ( i ) =0; 

( ii ) T - f tdP ( t ). 

( ii ) 中积分的意 义是： 积分在 [ a , 6] 上取， a < min { A \ Aea T } 
&>max{A| A€or r }， 而且对任何 e>0 , 有 5>0, 使得当 

o ~ t o 〈右 i t n — b 


使 max — i)<3 时， 

k ** 1 « 2 » n 


n 

^2s k (P(t k )-P(t^)~T 


< e . 


(S* 是 [fjb-l，〖*] 中数） 

证由 T 及 J 张成的的子代数再取 WOT 闭包，记 
为凡易见丑是个交换的 Von Neumann 代数且 TER . 

丑的 rejib^M 表示厂垄丑 ->C(J0 的完全同构.记厂00 
为叭 f 是 J 上的连续实值函数，且史的值域为 a r , 

对于托 R， 记2(0 = {/|尺為 Uf )< t }, 因为少连续,乂⑴ 
是 i 中闭集.记 4(0 的开梭即 4(0 的内点全体为 5(0, 由于 J 是 
极度不连通的，是 i 中既开又闭的集. 

的特征函数是』上连续函数，广 K/wo) 是丑中元，记为 
P ⑴.这样,对每个 KR, 作出了況中算子 P(0. 

因为 Au > 是特征函数， =/ bu >， 由此，从厂是完全同构， 
P ⑴是幂等的， P ⑴是自共轭的，所以 P ⑴是投影算子.当《 
G 时， z (h) C=A(D ,所以 B(f D “ 2 ),因而 




即得叫 OP ⑹ 二户⑹. 


由于沪的值域为 a r ， 当 A € o >} 时， ^4(0 =』，从 

而;^“产1，所以 PG )=/. 类似地当* < mm{Aj 
疋 or r } 时，义 （0 =0,5⑴=0， A (<> 为 0， P ⑴是零算子. 
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下面证明 P ㈠ 是右 WOT 连续的.设 “ eR ， 卽 — G+o B 、 t , 
{ PG )} 是范数有界的单调下降的网，所以 P ^ PiWOT ), 而且这 
时是 S 07 7 的极限. P 仍是个投影算子且 PGR , 所以户是个特征 

函数，并且户是使这不等式成立的最 
大函数，即户 = 设户是 B 的特征函数， B 凫 M 

中的既开又闭的集，由此 ，万是 

n { B (0 U >4} 

的最大的既开又闭的子集，由 ^4(^0 )-n { A (0\ t > to } 9 5(“)是 
的最大开 f 集，即知 S ( i 0 ) 是 H { S ⑴ | f > M 的最大开子集， 
所以 B = 即 P = P (“)， 因而 P (0~^ P ( tc ) ( WOT )(^ /-> 

G + o 时）即 />(•) 是右连续的. 

最后证明 （ ii ) 式成立.对£>0,就令3 任取一个分点组 

名 o<MO"<^ n (t 0 <min{A\A^(T T } t t n ^max{A\A€a T }) 9 使得 

max (“一 i) 〈 e ， 再任取 ik^L^k-\f G ]， 记 

n 

fc^l 

n 

易见厂(汉） = 汐=乏]!1： X Bu ) N b u >• 因为五 = 0, 

A 二 1 k 卜 1 

由丑⑴的作法，可知及一沪在 i 的每个点的值在 （一~ e ) 中，由此 
|及一史1<6由 r 的保范性，！汉 一 『卜|汐一旬 <£• 所以积分 ( ii ) 
成立，因而所作的 /*(•) 满足一切要求.证毕. 

定理 2 中所作的户 ( 0称为自共轭算子 yf . 

系设 ree (丑 ->丑>,7^7^,/>(.) 是馐系 ’， 那末， 

( i ) 如果2\65(丑—丑)且 则 ⑴ R 

( teR )； 

( ii ) 4€ R , 则 t Q ep T 的充分必要条件 是：在 I 的某一邻域中 
戶 （•） 是常算子. 
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证⑴ 易见偵 I 况丑)，汉凡一 7^ = 0} 是怀 <9：T 闭的, 

由作法可知这集包含了凡但 P(0&B OGR), 所以 P ⑴ r 1 = 
T t p(i) (teR). 

( ii ) 必要性 如果由于 p；p 是开集，所以有 e>0, 使 
(“一 6 h + e ) C ：〜, 对于 t u t 2 e ( t 0 - e 9 to ^ e ') 9 因为丨 的值域等 
于 or r , 所以 A ( t x ) ^ A ( t t ) 9 从而 B ( t t )= Ba 2 ) 9 并由此 P ( t l ) = 
P ( G ), 即在 （I 一 中， p (0 是常算子. 

充分性用反证法,如果~是 T 的谱点,于是有 /e』f 使 t(/) 
= f 。， 当时 J 是的内点而且所以 
乓丑 （D, 并由此 p ⑺)关证毕. 

定理3 设 (丑—丑)且; T = T% Q < minU \ Ae < T T } &> 

max{i[^€a r }, 则使3 7 = ^好（《)的[>,6]上谱系7>(.)是唯一的. 

证如果 <?(•) 是谱系, G(«)=o,G(&) = / ，且 
由于积分是按 Riemanri 意义的和式并按算子范数收敛，易知 

T K =\ rdQ ( t) f 对于多项式 p ( p ( t ) = 内，有 

J k^o 

n r 

^ 2 a k T k = \ p ( t ) dQ ( t ). 

k=o J 

对于前面所作的 P(0 也间样如此.于是，对 se 丑， 

d = Jp ( o ^(^(OI, i ) ⑪是多项式)， 

式中的积分可作为 Ricmann-Stieltjes 积分或 Lebesgue-stieltjes 

积分理解.对于任何可取一列实系数多项式{九}使得 
在 [ a , 6] 上…且{%}点点收敛于； r [ a ，, K 由积分的 
Levi 引理，由及 (/> ⑴|,幻所作出的 Lebesgue-Stielt 
jes 测度在 [a, 上的测度值相等.而这两个都是右连续的函数， 
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所以 

(«(«)!,i) = (P(s)i 9 i) oeo, 氏 ay, 

从而 GOOzPO ) («6[ a , 5]), 即 P 与是同一个谱系.证毕. 

对于則丑—丑）中酉算子，也可证明类似的谱分解定理，对于 
正常算子，略为麻烦一些. 

4. ^.4 正元 

定义设及是代数, xER f 如果 = y 且 a x e [0, + a ), 则 
称; r 是丑中的正元.丑中正元全体记为 / T . 

引理1 设丑是 p 代数,如果 xeR \ 则有唯一的 yeR + 使得 
y 2 — x . 

证记史为函数炉⑴ zv ^ T , 易见史 2 二《，所以 < p ( x ) 2 ^ l ( x ) 
= ar , 而 TO ) 是正常元且 o r T <^) C [0, + oo ), 所以史0)是自伴元并 
是正元，记夕=炉(工），则汉6丑 + 且 y 2 = x . 

又如果2：6/2 + 且 z 2 = x , 易见; 3；r = ；r；3, 记 {e，ar，2} 张成的 Banach 
子代数为私，丑。是个交换的以代数.及。的 rejib^an^ 表示厂是 
r ^ c { m q ) 的完全同构 . />,厂; s 都是為*上非负值的函数且 (r y ) 2 
= r；r=( 厂 z) 2 , 所以/从而 n 证毕. 

定义对于 w 中正元 a ：, 使浐 =： c 的 ye / r 称为; r 的正平方根, 

记为 A * 

弓 I 理 2 设丑是代数, 且 ; r = 则: r 6 R + 的充分必要 

条件是：有数 o >0 使 | ae — a ： l < a . 

证必要性设 <丑 + ，取 则0^0：[0, a ], 因此 ae — a : 
的镨在 [0, a ] 中.由 干如一 a ： 是自伴元 , ae — z 的范数等于谱半径, 
所以 |ae — 

充分性如果有数《>0使|邮一怎1<«,因为 《e — a ? 是自伴 
元， cr a ^ x di ~ a 9 a } 9 所以 a x C [0, 2 a ], xeR + . 证毕 • 
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系设是代数,，则; r + y e / r . 

证由于都是自伴元，所以 ar + y 是自伴元. 

记 a 二 max(|arl|, | yi |), 由引理2 , ||ae — a ： l < a ,. || ce - yI < o , 
所以， 12 仙 一 Or + y) I <2fl, 由引理 2, a + 夕是正元，证毕. 

定理 1 设 B 是代 数,; r 是 / J 中自伴元,则有唯一的丑 + 中 
一对元 使得 x — y—z Ji. yz = 0. 

证记妒 i (() = max (0, Z ), 屮 2 (() = — min (0,右）（氏 R )， 又 
记 y =% Or )，0 = 史 aO ), 由于 史 I ，史2是非负函数，又因炉1 
< Pi 是恒等于0的函数，史 1 — 少2=纟，所以於=0且 P — z ~ x m y ，2 符 
合要求. 

如果3^，之1^^ + 且3^1=0，女 1 — ：21=；1：，贝1】 

X* = Or A) 2 = W 十 2 ?=(仏 + a ) a . 

同样上面的使怎 2 = ( y + z 、 2 . 由于 tH z ， 叭」 r Zi 都在及 + 中，且 
这两元的平方相等，由正元的正平方根唯一，所以 y ^ z = y x + z u 
干是结合 y—z = y i -~ z l 即知 y = y u z = z lt 证毕. 

当; r 是 J? 中自伴元时，定理1中的二个正元 y，z 分别称为 a: 
的正部和负部，记为，及 

引理3 设丑是 C* 代数， x ^ R f 如果(— oo , 0], 则 
x = 0. 

证对于 x ^ R , x * x 显然是自伴元. 

记 A = j (怎+怎 •) ，怎2 = 士 On*) ，于是 

x~Xi + 

直接计算可知, f aHu*=-2(a:?+4). 

由于 x X 9 z t 是自伴元， a：La：| 也是自伴元，且 

cr Xl 2 = { A 2 \ A ^< r Xi }, 

所以 d 是正元.同样4是正元.由引理2的系，可知 d+we 
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R % U \ lx * x + xx * eR \ 由假设 a x * x C ( — oo ,0], 由此 一 ar^r 是正 
元，再由引理 

由 4.1. 1 的定理 而 asC (- oo , 

0], a xx * cr [0, 十 0 O ) ,可见 cr x * x = a xz * = {0}, 从而 || ar * r 11 0,所以 
[| ij =0, 即 a :-0. 证毕. 

定理2设 i ? 是 c * 代数，则对 任何； 

证用反证法，如果则 fo ; 有负的谱点.设 “<0 
且 t 0 ^ a x * m . 作炉是 R 上连续函数，使炉在处不等于0,但炉在 
[0,+ c ») 上为0,这样的实值连续函数显然存在. 记吩 =叩 2 . 

由于#的函数值都在 （一 oo ,0] 中，於 (0^) 的谱在（一 oo ,0] 中, 
由函数演算是代数同态， 

^ ( x * x ) = <p ( x * a :) x { x * x ) <p ( x * x ) ~ cp { x * x ) x * xq > ( x * x ). 

a 

记 yzpO *；!：), 由于炉是实值的 , y = 因为00*：*3：)_抑03：= 

( xy )* { xy 、• 由引理3 ， ory = 0,即 a :?? Or * ar ) = 0,所以 ; rhgo ( x * x )= 
0, ( i < p ) ( x * x ) =0. 由于 t 史在 Z 。 处不为0，并因 （ W ) 0*%) = 

AMOUk 即得矛盾.证毕. 

系 1 设及是代数，对 xesje / r ，；*：* 料 eR + . 

证 x * yx = x * y i p i x *=( y i x *)*( y i x *) eE \ 证毕. 

系2设 i ? 是代数，则 

— { x*x | x 6 i 2} — { x 2 1 x ^： R 9 x ~ x ^}^=- { x 2 \ a :6/2 + }. 

引理 4 设厶是 P 代数，则 i ?+ 是 OR , H ) 中闭集. 

证设{‘}是忍 + 中点列且；—怎 （li *1). 由于 II 〜 一 dl — 0,所 
以 Id — 0,因 ； = 即知 a ;* = ; r . 

下面用反证法证明 a r C ：[0, + oo ). 如果£#心，“<0,记^1 = 
sup 1 or B II ，由引理2, |ae — 0：„||<a ，且按 I . ||, ae — x n ~>ae — a :( n ^ oo ) 

n 

所以 ll « e — zK «, 但 《 e -; r 有谱点矛盾.因而 a : 是正元 
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即矿是 ( i 2, Hl ) 中闭氣证毕. 

在代数中，如果 X ,沒是自伴元且 y ~ xeR \ 就记为 X < y . 
<是 丑的自 伴元全体中的半序.而 iT = { ar |0< ir }. 

定理3 设丑是代数，如果 z , ye 及使 0< a ：< y ，贝 j 

证 先设:都是正则元(其实由当 z 是正则元时 穿就 
一定是正则的），这时,仍在/2+中. 

由定理2的系 1,因 a ：< y ,3 r^(y — a ：) y _ + e 及、即 <e 

这说明的谱在 [0,1] 中，所以由此 | a ^2 T +8 

<1. 由 4.1.1 的定理1,因为的谱半径<1,所以 

的谱半径 <1. 但这个元是在及 + 中的，由此 的谱在 
[0,1] 中，于是 

再从定理 2 的系1, y + o — 一士) 〆 紐 + ,即 y 士 一 a ^ er , 

vK 

在上面证明中的 f 、 m 、 可以理解为(3)士及⑭- 1 )七而 

("^也可作^:^广理解， 或者作函数或 4 /T «> 

0), 作为 0(20 来理解也可.由于 0 e Py ，於 eC ( cr ,), 函数演算可以 
进行. 

现对一般情况来证， 令％ 二 l ,2 ,.，.） f 
于是炉 JaO = d ~ e + z ) fg ?”( y ) 由上所证， 
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<Pn Od ^ Pniy ) = 1, 2, …）. 

又令 

(t^O), <p(x) =x 2 P (p(y) = 9 9 
因为 ^ Pn -^ 9 (在 [0, a] 上一致收敛, a>max(||a :|| ， )) 因而 

I! <Pn (x) - <p (x) [[ ^0 9 \<p n {y) — <p{y) I —0. 

由于％⑼ 一 ⑻ , 并按 I • I ，炉《 O) — O) ◊ 炉 (30 — 

<p{x) (n—oo), 由引理4,炉 （20 —q>(x) 6/2 + , 即 证毕. 

这里，并不要求 A y 的交换性.当 A 夕可交换时，以及引理3 
与定理 2中如果 ar 与 f 交换时，只要对由 0,2(，e} 或 {i^ar'e} 张 
成的 Banach 子 代数尽这个交换的代数中，用 rejn>(|)aH；x 表 
示变成函数，而正元即为相应的函数，是非负的.这些结论就立即 
可以得到了. 


4.5.5 正泛函，态与纯态 

定义设 i? 是 e 代数， /? 0 C= 尽如果是1?的线性子空间. 
ee/?。 且札关于对合封闭,则称 /?() 是及的自伴子空间.在自伴子 

空间尽上定义的线性泛函/，如果使 

/( x»o (当 xe /? 0 n /2 + 时)， 

就称/为 >4#平字夺如果/是自伴子空间/?。上的正泛函且 
/(c) =1,M 称/是丑。±的态 (state). 凡上的态全体记为7(及 0 ). 

下面总设 仏是 代数丑的自伴子空间.由于 TTckhl 

♦ 

x € R }， 因此及上的正泛函4前面的作为对称 Banach 代数时所定 
义的正泛 函是一 致的. 

定理1 设办是 以代数五的自伴子空间，代讥，则/是私 
上正泛函的充分必要条 件是: /e/??; 且||/1=/⑷. 

证必要性私中的自伴元 x 可以写成为札中的两个正元 
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之差: lk || e — (|| a : J « — a ：). 因而丑。上的正泛函在自伴元上的取 
值是实数.又因为禺中元 y 的实部与虚部都 
在况。中，所以/具有 Hermite 性，即 

f OH =■ (y^Ro) . 

设 x 是丑 o 中自伴元且];由于 e + a:，e —; r 6 i ? 0 n 开+，从 
而 / (e + a ：) >0, / (e — 灼 >0. 所以 I / O ) I </ ( e ). 

现设且先取此 T(T = { A | 貶 C }) 使得 

# ( y ) = I / (20 I , 记 y i = Re (办 ） =I ay + 3 P ) ，于是 
f (! fi )= l ( f ( Ay ) +/ (初 )）( l /( y ) I + l /( y ) I ) 

=\f(y) i. 

由于 y ! 是尽中自伴元且1以11<1,由上所证 1/(20 丨二八仏） </<>)• 
所以 feRt 且 II / 1| </⑷ . 又显然!! /1 ⑷ ， 从而〖/1二/ ( e ) • 

充分性设 / e 即且 ||/1二/⑷.不妨设 |/»=/( e ) = l .先 
用反证法证/在丑。的自伴元上取值必是实数.设; p 是札中自伴 

元，/(无 ） =a +bi ( a ， & 6 R , 67 ^ 0 )，记 y = j *( 怎 一 邮），则 y 是丑 。中 

自伴元且 /(3 T ) 对于自然数 + = (» + l ) i ， 由 |/|| = 

1，所以 ， fl + l<llnie + y |, 因而 

* (« + 1)*^||»»« + ^1 2 = i (― nic + y ) ( nic + y ) 1 

= ln 2 e ~ rV 2 1 < n 2 + ||§ rl 2 , ; 

所以 2 n + l <|| y | a 对一切 》 成立. 显然，这不可能.由此，/在自 
伴元上取值为实数. 

现设 26 及 0 门丑 + ,记 1 | 2 ||= 0 ,干是 ||ae — 2 |< a ， 所以 \ f(ae — z ) | 
< a , 即 |fl — /( z ) |< a , 因为 fO ) 是实数， a —/( X )< a ， 从而 /0)> 
0, 即 / 是 A 上正泛函.证毕. 
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系9(況。)是 ORS，a(i^,/2 0 )) 中凸紧集. 

证由的定义即知是凸集，由于9(/2。) 在邱 的单位 
闭球中，所以只要证明7(丑。)是(邱，以町，札 )） 中闭集.由 

^(^o)={/i/^s,/(e)=i}n 

(fl (f\f^hfw>o}\ 

\^€Bon* + / 

所以是(的， 0*( 丑 S,A)) 中一族闭集的交，因此 P(/W 是 
(和，(7(/^,札)）中闭集，证毕. 

定理2设札是 代数丑 的自伴子空间，对于 ar 0 ei?。 及; l 0 e 

疗: 0 ,有代5^(及0)使/(怎0) =/lo. 

证不妨设 〜与 e 线性无关.在 span{e, 这个二维空间 
中，令 di^e^fixo) =义+#>1 0 ,这个穿是 span{e，a: 0 } 上的线性泛函， 
且因为对于这个二维空间中的元 y 9 g{y)^a Vf 所以 \g(y) |<ly|. 
叉因〆 e) =1,所以! |y〗=l=5r(e). 由 Hahn-Banach 定理，可以 

把夕 延拓成札上的线性泛函且保持范数不变，这样得到用;中的 
/显然是7 (R 0 ) 中元且/ O。） = 4。.证毕. 

定义 5^(^) 的端 点称为 屯的纯态 (pure state ) ，办 的纯态 
全体记为深(私). 

对于丑。中元 A 记7 Or) = {/(x> 又记32^。00 = 

由 y(/? 0 ) 就是 邱中使 l/ll=/(e)=l 的元，因此， 当恥 ，札是 
两个自伴子空间且尽 czi^ 时， 5 P{R Z ) 中无限制在 A 上时是 7( 负） 
中元,又 7( 私） 中元可以延拓成 ^(Rt) 中元，所以对于 xeR l 9 {f- 
⑷ |/e^(^)} = {/W l/e^(^ 2 )}, 因此，对于 xei ? 0 , 集 {/( x) | 
/e^(/2 0 )} = {/U) 1/65^ (72)}. 上面的 70r) 是与 iT 作为哪个自 
伴子空间中元是无关的.而 32^0) 则与3：作为哪个空间丑。中的 
元有关， 
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引理 1 设丑是代数 ，於尽 那末 
⑴如果$是丑中正常元，则 | k || = max { U | \ AeS ^ ( x )}; 

( ii ) 9 O )={0} 的充分必要条 件是 : r = 0; 

( iii ) 5^ Or) CR 的充分必要条件是 a ： = 3 ：*; 

( iv ) 7( ar ) C ：[0, co ) 的充分必要条件是於丑 + . 

证⑴由于当 T 是正常元时, max { M || 妮 
O )} 不小于$的谱半径,而谱半径即为范数， max { Mme ^( a :)} 
> IWI ; 反过来由态的范数为1，即知 max {|； l | (> ie ^( a ：)}< Ix |. 

( ii ) (iii) ( iv ) 中的充分性由态的定义及 70) 的意义即知.所 
以只要分别证明必要性. 

( ii ) 设 P 0 r )={0}, 记 rr 的实部及虚部为〜及4,于是 
(怎 1 〉= {0}, 7(>2) = {0}. 由⑴及 A ， 是自伴元，所以： Ti = a ：8 = 0, 
从而 x = xi + ix 2 = 0 . 

( iii ) 如果 POOClR ， 对于任何态/，/(^)=/(« % ),因此有 
— {0}，由 （ ii )， a ： — a :* = 0, 即 x = z *^ 

( iv ) 如果 PO ) CI [0, oo ), 由 （ iii ) a ； = ar % 又因 o ^ C ^ Of ), 所 
以0^(1：[0,00)，即知 zeir . 证毕. 

定理3 设札是代数7?的自伴子空间， x ^ R, 9 那末 
⑴如果 ) = 0,则 a : = 0; 

( ii ) 如果切 《» CR , 则 x = x *; 

( iii ) 如果匚[0, ①) ，则 x ^; 

(iv) 如果疋是丑中正常元，贝 1 】 | 怎 1=1^ 义 {| ； 1||[3^ 。 00}. 
钲 （ i )( ii )( iii ) 的证明是相同的.记芯为 {0}, R 或 [0, oo ), 

由于芯是 C 的凸闭子集， {/|/( x ) e &， /6对}是(那， c (即,/2) ) 的凸 
闭子集,定理中⑴ （ ii ) ( iii ) 的条件即为在丑是这三个集时，笼 ( i ? 0 ) 
Cl { f \ Kx ^ E 9 f ^ R %} 9 由右边是凸闭集，所以 !/• 

(^) eEjeRt }, 但是(邱 〆 (丑 s ，/2。)） 中凸紧集，深(丑。)是 
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^( Ro ) 的端点全体，由 KpeftH-AinjibMaH 定理 ， co 6^ ( R 0 ) = 5 s7 
Oh ), 因而这集包含了 P ( Be ) ，由此，由 （ i ) ( ii ) ( iii ) 的条件可分别 
得到 PO ) c = R 及 PCjOct ^ oo ). 由引理1分别得 
到 x = 0, x = x * , x ^： R + 

( iv ) 设； r 是丑中正常元，由引理1,有使 |/ 0 O )| = 
| j ?|. 取 使 AfoOO=W 并记 y = A ； r, 于是/。(30 = 1^丨，记 

为卓易见溢是(奶， a (扣，丑。)）的凸紧集7(丑。)的面.由 KpeliH - 
MHJibMaH 定理，4有端点穿,穿也是 POW 的端点，即夕€妥 OW 且 
穿 (y) = !y |. 于是 40)1 = Ikl . 证毕. 

下面讨论9(私)的子集定理4的各点中的条件都在一定 
意义上说明是有相当多的元，而这些条件都是等价的. 

定理4 设札是代数 i ? 的自伴子空间， SV =70 W , 则 

下列命题 等价： 

( i ) 歹^3羽 (脉 

( ii ) co "^ 0 = ^(/ eo ). 

( iii ) 当沃瓜使得对任何成立 / O >>0 时， 必定 ; re 

R\ 

( iv ) 对沁 中正常 元怎 成立 |； r |= sup { |/0)| |/ e ^ 0 }. 

( v ) 对瓜中自伴元 $ 成立 W |= sup {|/ o )| |/ e ^ o }. 

( vi ) 对开。门丑 + 中元 ar 成立 | M = sup {|/0)| | /6^ 0 } # 

(其中闭包是指在 a an , R 0 ) 这个拓扑下的闭包 .） 

证 （ i )4( ii ) 由(/?。）=少(办)即得. 

( ii )#( iii ) 设 （ ii ) 成立，又 糾 0 使 /( x » o (/ e ^ 0 ). 由此, 
Fo 在 {/ l / ey (丑 0 ),/ O )>0} 中，由于这是(丑 S , a (/2 S ,/2 0 )) 的凸 
闭集，所以它包含7 (/ W ,即9 ( ar ) C [0, oo ) ,从而 X eR \ 
( ii )^( iv ) 仍设 ( ii ) 成立，并用反证法证明.如果 : r 0 
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是正常元但 bol > sup {|/ Or 。） 丨 |/ e ^ o }(- a ), 由于 OM / eaCR 。）， 
l /0 r ) o )|< a } 是恥 )） 中凸闭集，由它包含 F 。 及 ( H ) 成 
立，所以这集包含了从而 a 的谱半径要矛盾. 
( iv )=>( v )=>( vi ) 是显然的. 

( vi )^( ii ) 用反证法.如果"^#9(/2。)，_有 / 0 €^. 
(丑 0), 但/ 0 ?^ 0 ,因而有(丑 S ， a ( BS ， 办 )）* 中元，即爲中元办 
使得 

Rc/ 0 ( xq ) > Re/ (a? 0 ) (/€co5^ 0 ). 

令 y 。 二 Rea ?。= ^~(；td +4)， 由于正泛函都有 Hermitc 性，所以 

Re/o(x。) = /o (y 。 ) 〉 /(y。） = Re/(a; 。）（ /€co5^o)* 

再令 Q = I STo I e + y 。，则 z 0 eR 0 fl / T , 且 / oO 。）>/ O 0 ) (/ eco ^ 0 ), 
因为巧7。是紧集, { f ( z 0 )j (/6巧7。）的最大值可达，所以 
/o(2o)>sup{/(5 ； o) |/6co5^6}>sup{/(2 0 ) l / GS ^ o }, 

由 （ Vi ) 将得到/。(別 )> fl q II ,这与 ( Ro ) 矛盾. 

以上已证明了 (》)，如),~)，（0)的等价性及(1)>(11)4(出). 

( ii ) =>( i ) 由于巧7。= 9 (/?。)，所以 5( 歹 7) = 7 (私)，由 3. 
3.6 定理2,即知'歹0二>笼（办）. 

( iii ) ^( vi ) 用反证法.如果有％^« 0 门丑 + 使得 

la ? 0 |> sup {/( aF 0 )|/ e £^ 0 } (= a ), ' 

子是元妁=财_心使得/(办）>0 ( fey 。)， 然而因为 正元； Co 的范 
数等于谱半径，且谱点都是非负数，所以 正元〜 的 范数: k 。! 是心 
的谱点，从而办有谱点 a ~\\ xol <0 9 郎如長 / T ,与条伴 ( iii 〕 矛盾. 

至此所有各点的等价性都已证明.证毕. 

下面举一个例，对于复 Hilbert 空间丑， 是 C * 代 
数，就以它自己作为札，对于丑中范数为1的向量 t 作映射 
CT |，|) cree (丑—丑 )）， 记为 / f , 由 
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及 A ⑺ =1, 所以 |/, 卜八 (/)=1, 因而是丑 ( 丑 4 及 ) 上的态 . 
这样的态称为 Bar— 丑）的向量态. 记向量态全体为 5 %,由于 
b ( 丑 — 丑） + ={正算子全体 }( 由此也可得知 / f 是正泛函并由负(/) 
=1而推出 A 是态) ，所以满足定理 4中的 (iii), 由定理4即 
知当 r 是別孖—丑）中正常元(即 y 是正常算子)时， 

11^1 -sup{|(Ti,i)|ieiy, ill-1}, 

不需要用谱分解定理. 

定理5 设办，艮是 e 代数 i? 中两个自伴子空间且 i? Q c= 私， 
则切 (恥） 中的/。可以延拓成切(足）中的 /u 

证记％ =以1妗7( 私）， ^U 0 -/o >. 由于尽上的态可以 
延拓 成札上 的态，所以5^非空. 显然是 Ut, 7(扣， 恥 ）） 中 

的凸集，且因 H 以|斤扣,分00=/。0)}门9(的），5^是闭 

z&Ro 

集, A 是凸紧集 7( 私）的非空凸闭子集.现证％是9(私）的面. 

设 «e(o, 1) 且 W + (1—GAe%. 把化，& 

限制在丑。上，由于 9 % 1#。^^(丑0)且《夕11 «。+ (1 —() 夕 2 L。 
(=/o)e 贷 CR。)， 而且〖6(0,1)，所以 iU = aU =/。， 也即穿 1, 
5^71，因 而％ 是9(丑 1 ) 的面.由 KpefiH - Mnj ] bMaH 定理， A 有 
端点负也是9(氣）的端点，即没(反）而且/丄。二/ 0 . 
证毕. 

4.5.6 线性有界泛函 i 的分解 

这一节中，仍设及是代数 ,札是及的自伴子空间. 

定义设/€私，如果 f(x*) ^foo (xeR 0 ) 9 则称/是撝上 

的 Hermite 泛函. 

易知瓜中的/是 Hermite 泛函的充分必要条件是： 对于爲 
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中的自 伴元 ^>/( x )^ R . 

当 / w 。 时，令夕0)=7(巧 oe 丑。)，易见斤私，而且 
•^~(/ 十沒 ），/2 = ^(/— 9、 是及。上的 Hermite 泛函，/ =/ 1 + i / 2 , 这 

样作出的 / i ,/ 2 分别称为/的实部及虚部. 

Ro 上的正泛函是 Hermite 的，但 / J 。 上的 Heripite 泛函不一定 
是有界的. t 

定理 1 G ( P ( iJ 0 ) U ( — 7( 丑 0))) 等于 { flfMS , 1/1<1,/ 

是丑 0 上 Hermite 泛函 }. 

证 ia ^ c ^(/? o)u (_7.(札)））为阜又记 /2 S 中范数 < i 的 
Hermite 泛函全体为良由于 B 是(对， a (/2 S ， 丑 d )) 中凸闭集，所 
以 ZCB . 

* 

下面用反证法证明 A = B 0 垛有/€玳， I / IK 1,/ 是 Hermite 

泛函，而/巧 ( poulk — 9(私)））,因此， mm，a(m,R 0 )) 

上的线性连续泛函，也即有瓜中元％,使得 

Retf(ar 0 )<Re/(ar 0 ) (g^A ). - 

^yo^Y (xo + xth 由于所说到的泛函都是 Hermite 的，因此， 

g(yo)<f(yo) ig^A') - 

由于/二^(办)，而在9(丑。）中就有^使 fiK 札）=1如11,所以 

Uyol</Oo )， 

这与 l / l < i 矛盾.因此证毕. 

定理2 

^(^(i?o)U(-^(i?o») 

— {tf—sg\t 9 sG [0,1], « + 5 — 1,/, g€9^(R 0 ) }. 

证式中的左端显然包含了右端，而右端又包含了 9(札), 
一 7(扎)并且是凸集，因此只要证明右端是闭集， 
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CxRtx 扣的映射 U ，史 ，少）卜>扣-( 1 — 2) 於是连续 

的，其中抝用弱*拓扑 cr ( in , Bo ), 由于定理中式子右端即是 

[ 0 , l ] x ^( R 0 ) 

在上述连续映射下的象，因此由于 [0,1] x 9(%) x 70?。)是紧 
集，即知 {</— $川， se [ o , i] 9 t + s = i,/jey a ?。)} 是紧集，因而 

是闭集，即等式成立.证毕. 

系 设玳且/。是 Hermite 泛函， 则有札 上正泛_八， 

/ 2 ,使得 / 0 -/ 1 -/ 2 且»/。1 - I/J + Wfzl K 

证 如果«/。卜1，由定理1,2, 由于恥 上范数<1的 Hermi - 
te 泛函全体是 {«/ •-印 |<,此[0,1],古+ 5 = 1,/,穿€7(丑 0 )},所以 
有 i 6[0, 1]，/， 夕€5^(丑。) 使/。= </—(1 —6)1 令 
— 这时/：,/ 2 就符合一切要求. 

/ o -0 时是平凡的情况（取 A =/ 2 = 0即可).一般情况只要 

s 

先乘一适当正数即可证明. 证荜. 

定理 3 设及是 C * 代数,尺丑*且/是1?上 Hermite 泛函，则 

使得 /=/!— / 2 且1/1 = l / tl + |/ 2 |成立的丑上正泛函/ 2 只有 
唯一的一对. 

证 只要在 H = 1 的情况下来证明. 

设1/1 = 1且/是 Hermite 泛函，对 e >0, 有: r 。 使|怎。！ = 1， 
1/0。） |>1— e , 在 a ：。 上乘上适当的疋 T , 并记如。为 y 。 时，使 

( y 0 )>l — £，再令 2 。= 4~(办+泊， 由 /是 Hermite 泛函，所以 

/(2。）=/(%)， f(Zo)>l — e ( le 0 3< l ). 总之，有自伴元 $ 使得 

I X | = 1 且 /(工〉>1 — £• 记女 —^), 3^2 ==_ ^~( e + a? )> 这时， 

yuVzeR + R ^+ yee . 力，仏的取法与 e 有关. 

如果 U 2 是丑上正泛函，使得/=尸 一 / 2 且 m + 
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因而， /i(e) +/ 2 (e) = 1. 于是 

€>1 — /(^) = /i(e) -\- fiCe ) 

= fi ( e — x ) +/ 2 (e + a0, 

由于 /i，/a 是正泛函， e — a:, e+ar 是正元，所以 

e > f \ iyx ) ye > f t { y 2 ). 

易见，如果炉1，炉2也是丑上正泛函且/ — ^1 —炉2，1^1 1 + 1^21 
=1 时，同样成立 e > 9 \( yi )^>< Pi ( y 2 ). 

由于 R + ^{ x * x \ x € R }, 由关于正泛函的 Schwarz 不等式，以 
及正泛函的范数等于在 e 处的值,所以对 zen , 

l / 1 (^ i 2)| 2 </ 1 ( yfyt )/ 1 ( z * Ay \ z )^ e \\ zV 9 

A 

1 / 2 ( 2 ^ 22 ) | 2 </2( y 2)/ ji (»220< e | js |\ 

同样也对于中1，炉 2 有 l 2 < el ^ l % I 炉 2( y 以） \ 2 < elz \\ 

由于 /l — fl~f — — 9 ? 2> 有 f 2 — 史 2 ,所以 

=/i(^i 2 ) +/i(gr 2 2 ) — 灼 (jhz) -~<Pi(y 2 z) 

=/i (y i 之） 一 沪 1 (y! 名 ） + 八 {yzz)~<p 2 { (y 2 z ) 9 

由上所证即得 

I |<4 n /TI^J. 

这是对任何 《>o 及; se/j 成立的不等式，由此/:=%,从而/ 2 = 
外，所以满足要求的/的分解法是唯一的.证毕 . ， 

前面讨论自伴子空间时，因为不要求乘法封闭，所用到的仅是 
线性运算.而对于自伴子空间尽上的有界 Hermite 泛函，虽然 
一定可以写成为两个正泛函之差，并使这两个正泛函范数之和即 
为所给 Hermite 泛函的范数，但是满足这两个要求的分解法可以 
悬不唯一的， 
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4. 5.7 纯态与可乘性 

定理1设丑是代数，则 ic 采 U). 

(一般说，丑上不一定有非零的线性可乘泛函，即 i 可能是空 
集，本定理 是说: 如果有非零的线性可乘泛函，那就必定是五上的 
纯态 .） 

证设斥為于是由 I / U=/0) = 1, 即知 
如果 < ，此 (0, 1)，名+5 = 1,/^ / 2 69(丑)使/=名/1+# 2 ,由 
Schwarz 不等式，对于及中自伴元 a：, 

0*=1,2), 

但/是可乘的,/0) 2 = /0 2 ),所以 
o=f(x i )-f(xy 

—i/,(r 2 ) -hs/ 2 0 2 ) — G/iO + sf z ( x)y 
) 2 H ~ 5 / 2(^) 2 — (^/ 1 (*^) ~\~ 5 / 2 (^))* 

= 0 —t 2 )fi(^) 2 —2tsf l (x)f 2 (x) + (s — s 2 )f 2 (^y 

= k(/iO)—/ 2 ( 工 )) 2 , 

由 ~s>0, 即知厂 0) = / 2 0) (当 $ 是五中自伴元时)，因而 6 = 
/ 2 (=/),由定义得知/是纯态.证毕. 

定义设丑是代数，{到斤丑，对=料对成立}称 为丑的 
中心.及的中心记为官. 

易见，代数 i? 是变换的充分必要条件是贫=氏 
定理2设5是代数,/&贷(5),則 

=/(^)/(y) y^R). 

证由于常本身也是个 C* 代数，因而嘗(1丑 + 中元的线性组合 
就得到贫,所以只要对于疋£嘗11丑+的情况来证. 

由交换0代数的 TejTM^aHa 表示是完全同构，容易证明， CT* 
代数中两个正元 x , y , 如果使 = 则 w 仍是正元， 


§4.5 代數 
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设 x 0 e^n/r, 且设 |x 0 i<i. 考虑丑上的泛函 

屮 (y)=/Ooy) 

炉显然是线性泛函，又当 ye/r 时，由干: r Qy eira/ 是正泛 
函，所以 9Ksr)>0 (y6/T), 即 <p 是 丑上正 泛函. 

如果炉 (e) =/Oo) = 0,由干炉是正泛函，所 以史是 0泛函，即 
f Ohio = 0( 对任何 yeR 成立），这时，当然 f{x Q y) =/Oo)/ 因 
而设 /0ro)#o, 也即0</0 9 )<1. t 

作 B 上的两个泛函 fi、f 2 如下: 


fi iv )= 


/(^ oy ) 

/ Oo ) 


, /2 (v) = 


f((e—x Q )y) 
f (e — x 0 ) ^ 


/ 1 是正泛函，且因/ 1 0)二1,所以/ 1 6700, 同样 / 2 ep( 丑).又 
记 k/(x 0 ) 时 ，4+(1— 右)/ 2 =九由假设/是纯态，因此允=/ 2 
=/，而 /l 二/也即是 


( ㈣ ), 


即 /Ooy) =/0。)/0) ( y 6 R ) • 

因而,对于化€贫 n/T 且 Ikol <1,以及 科， 成立等式 /Or 0 20 
=/0。)/幼)，而这就可以得出对于任何 yeR 也成立等式. 

I 

证毕. 

系如及是交换 P 代数，则 i 二梁 （/?). 

对于对称 Banach 代数及上的正泛函/,就可以作出一个复 
Hilbert 空间丑及丑上的及的循环表示而且循环向量 f 使得 

f. 

oe/o. P 代数是对称 Baimch 代数，因而对 
于代数上的正泛函也可以作相应的丑及^ 

特别当丑是 C* 代数，/是 ft 上的态时，所作出的丑，丑在丑上 
的表示及相应的循环向量 L 统称为相应于 /(ey 00) 的 GNS 
构造，为标明与/的关系，所作的空间、在空间的表示及循环向置 
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分别记为 A , 

定理4 ( re ; ib 中 aHA - HaftMapic ) 设丑是有单位元 e 的复 
⑺代数，则有 Hilbert 空间及 S (孖 — ff ) 的子代数(且包含乃 
氏 ，使得 i ? 与札完全同构， 

证对于/67(幻，记相应干/的 GNS 构造为仏，令 
㊉ ！/,并令少二 ㊉ 少/, 

/G^<-B) fes^aty 

丑是{丑/1/€9(丑)}的正交和，汉中的元即为每个丑/中各取一 
个元，但至多只有可列个元不是0,而且这些元的范数平方和收敛. 
对于 x 6 R , 少/工)是仔丑,的线性有界算子，并且< WI , 
必00就代表了在每个仏上与 AOO 相同的算子.由于豹00的 
范数都不超过 Ikll , 所以少 O ) 的意义是确定的.并且1少0)1 = 
sup {| i 0 / (^) ill / e ^(^)}. 

由作法，可知丑是个复 Hilbert 空间，少••丑丑）是*同 
态，且0⑷=/，所以0是丑在丑上的表示.对于 areR ， 显然«少(工 ） B 
< W , 当 K 矿时 ，由于 ma X {/ Or )|/ eya ?)} H ； r |, 因此 II 少 0)1 
= \\ x \\ (当 re / r ), 又对于^丑，因为所以 |0( y 々）| = 
f y L 而冲 ( y 4) 1 = I 少⑭) （ y ) 1 = If 少 ( y ) II 2 及 «II = fl y 1 2 , 
所以 10( y)l = » y » 即少是保范的.这样 ，0( i ?) 是及(丑 — 

丑）的 c * 子代数且 ie 0 ( i ?), 而记 < Z > OJ ) 为 尽时， 0是 R — Ri 的完 
全同构， 证毕. 

定理4是没有交换条件的代数的表示定理.这说明在完全 
同构的意义下，有单位元的代数实质上只有一种，即是某 Hi ¬ 
lbert 空间的 B ( ff ^ H ) 的含 J 的以子代数.对于交换的少代数， 
当然也可以完全同构于/0的含/的 P 子代数.但与某个 
紧 Hausdorff 空间上的复 值连续 函数全体完全同构就更为简 
单些， 
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无穷维空间上非线性映射的讨论，可以追溯到古典变分法，这 
就是函数空间上泛函的极值问题.其后，由干自然科学和工程技 
术中的大量课题，提出对各种非线性映射研究的需要.同时，随着 
线性泛函分柄巨大成就的取得,人们对于在泛函分析的框架下，从 
事非线性问题的研究也表现出越来越浓的兴趣.本 t 纪三十年代 
前后, M . Frechet 在 Cantor 集合论的基础上，建立了无穷维空间 
中的微分学，给出了导数、微分、 Taylor 展开、隐函数存在定理等 
基本槪念与结果.由于抽象空间微分学的成功建立和发展成熟， 
促使人们用泛函分析的观点和方法，去考察各种非线性问题.另 
一方面，本世纪初由 Brouwer 提出的有穷维空间的度数理论和不 
动点定理，自三十年代以后也开始向无穷维方向推进.四十年代 
以后,拓扑度理论和不动点理论有了较大的发展.人们看到,分析 
学 IP 拓扑学的有机结合，产生了崭新的、具有强大力董的数学思 
想,泛函分析的作用在这类相互滲透和相互联系的坤方日益显鲁, 

本章主要目的是提供研究非线性映射的若千基本工具.按内 

^ ^ 

容大致分为两部分.前一部贫是 S 5 .1~ 5 . 3 ,主要研究无穷维空间 
的微分学,包括微分学基本一念、隐函数存在定理以及泛函极值问 
题.第二部分是§ 5. 4-5. 6,其中§ 5. 4, §5. 5是拓扑度理论,§ 5. 6 
则在拓扑度理论的基础上建立起一些重要的不动点定理.可以认 

E ^ 

为本章的知识提供了非线性泛函分析最必要的基础. 
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§5.1 映射的微分 

为了研究非线性映射的性质，人们引进各种微分的槪念.本 

节介绍两种最基本的微分.一种是 C ^ teaux 意义下的弱微分，它 

* 

是数学分析中方向导数槪念的推广；另一种是 Fi ^ chet 意义下的 
强微分，它是全微分概念的推广.本节将讨论这两类微分 概念的 
关系，进而把它们引伸到高阶的情形,并由此建立起 Taylw 公式. 
这些内容是无穷维空间微分学的 基础. 

5.1.1 弱微分 

弱微分概念常应用于泛函极值的讨论. 

定义设 x , r 是实賦范线性空间,是 x 中的开集，映射 /:o 
—5% 如果对 uE ： X , 

^ “ /(>+ ⑻ 一 /0) 
t ^0 t 

存在,记为 Df { x 9 u ) 9 那末，称 /?/0 r ,«) 是/ 在; c 处沿方向《的《 
撖分或 Gateaux 意义下的微分;如果对一切 «€ X , DfCx ， u ) 存在， 
就称/在 z 处弱可微或 Gateaux 意夂下 可微; 如果 f 枉 x 处弱可 

_ I 

微，且存在 O ) 6 S ( X — 10,使得 

Df ( x , u ) = [ Z )/( ar )]«, u € X ， 

则称/在 f 处弱可导或 Gateaux 意义下可导，称 Df ( z 9 u ) 为有界 
线性弱撖分，称 DfOO 为 /在$处的弱导数或者 Gateaux 导数， 
如果/在 G 上每点弱可微,就称/在 O 上弱可微;如果/在心 


①注意，这里的“弱可导”以及下一小节的“强可导”，与第一章中向置值函数的 
“ 弱可导％ “强可导”并不一样，当这些槪念出现时，读者不难从上下文看出其确切含 
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m 


上每点均具有有界线性弱微分,就称/在 o 上具有有界线性弱微 
分或在 G 上弱可导. 

定义 设叉是实赋范线性空间， D 是 x 中的开集,如果泛函炉: 
D ^ RCD 在 D 上具有有界线性弱微分，且邱0) = /0),就称/: 口 — 
X * 为平 的 梯度， 记为 / Or ) = grad ㈣0 ：)，并称炉为/的 位势. 

例 1. 设又是实 Hilbert 空间，在 文上考 察泛函 < p ( r )= Jarl . 

因为 


IU 愤 

所以，当3：与0时 


一. _ 2( x , tu ) + IUmP 

lk + <«i + ||xl H . ― 厂 ‘ .一 

* 


、 w ， ▼ y ■ "▼一 n 

|| a :+« MH - la :|| 


* 




( /M 4，、 


易见存在 D ( p ( x )£ X % 使得 («€ X ). 由于 Hil ¬ 
bert 空间是自 共轭的，因此 

gradpO ) =： D<p(x) = y||. 

注意，当时， Dcpix ， «) 不存在，即炉在怎= 0处不弱可微. 
关于弱微分有如下的中值定理. 

定理 1 设 U 是实賦范线性空间线段 

L — { x o + ^ m |0^^1}, 

(1) 如果泛函炉在 i 上各点具有沿方向《的弱微分，则存在 

' ' ， 

r ,0< r ‘ l , 使得 


炉 （怎 0 + «)— 沪 (ar 0 ) == D<p (x 0 + ru y u) ； 

(2) 如果取值于 r 的映射 / 在 l 上各点具有沿方向《的弱微 
分，则存在 iT ,0< r < l , 使得 

I / (Xo + M) —f (x & ) I < II Df (x 0 + ru , m )]； 

(3) 如果 F 是 Banach 空间， / 在上上 各点具有沿方向 《 的 


① R , C 分别表示实数域，复数域. 
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弱微分，且在 i 上 Dfix ， m ) 关于 a : 连续，则 

/Oo + «)—/( a ? 0 )= (* Df ( x Q + tu , u ) dt 9 

Jo 

上式右边是向量值函数的 Riemann 积分. 

证 （1) 记八《）=少0 0 +“)，易知尸是可微的实函数，由数 
值函数的中值定理，存在使得歹⑴ 一 no) = F ( r ). 但 
是 F * { t )^ D < p { x 0 J r tu , u) f 所以 

O 0 + M ) —炉 Or 0 ) = Dq > O 0 + ru 9 u ). 

(2> 由 Hahn-Banach 定理，对 / ( a?o + u ) —/( ar 0 ) G 7, 存在垆 S 
满足且 

0 (/OH w ) ~ f ( x 0 )) = ( l / Oo + iO —/ Oo ) l !. 

现在 > 对泛函900 =少(八工))应用（1)的结论，得到 T ,0< r < l , 使 
得 

< p ( x 0 + tO —< p ( xq ) = D ( p { x ^ + xu f u ), 

注意到 ( r , a ) = # 外 (A «)), 由上式即得 

—/Oo) I = 炉 ( 怎 o + tt)—9(:0) ^^(Dfixo+ru, w)) 

<|| Z >/( ar 0 + r «, w ) l . 

(3) 对任意的供 er % 考察 70)=炉(/(无 0 +««)). 容易知道 

^( 0 =^(^/(^ 0 + <«>«)) 

n 

在 [0,1] 上关于彡连续，又由第一章可知 Df ( x 0 + tu , u ) dt 存在, 

0 

从而 

炉(/(%+«) -/(勠)） 二尸 a ) -^(0)- Cr ( t)dt 

Jo 

— Df(x 0 + iti, u)dt^y 

由少的任意性，即得 

/( ro + a ) —/ O。）=f Df ( x 0 + tu , u)dL 证毕 • 
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例2 定理1中 （1) 的结论对一般的映射不成立.如设 /:C 
~(视 C 为实二维空间），/(2) = e % 易见 Df ( 2 , u ) = c z u 9 取 Xo = 
0, M =2? rf ， 就有 

/ + U) — f (Wq) = 0, 

Df (zc + T2i f u) ^e 2nxi *2^r 
因而 /(:o + «)— /( 怎 0) 乓 / >/Oo 十 

5.1.2 强微分 

强微分定义为映射的线性主部,常用于把非线性问题线性化. 
定义设 x , r 为实賦范线性空间， d 为 x 中的开集，映射/: 
o -> y 9 如果存在 de 丑 u — f )， 使得 

H / O 。+ M )_/0 r 。）一 Aaii 

匕 w ^ 0, 

就称 / 在心 处强可微或 Frechet 意义下 可微； 称如为/ 在心处 
的强微分或 Frdchet 微分,记为 rf / Or 。 ， a ) ;称4为/在 ar 0 处 的强导 
轚或 Fr 6 chet 导数，记为 /' Or 。) 或灯(心).如果 ./ 在上每一点 
都强可微，就称/在幻上强可微，称 f ，：^ B ( X — Y ) 为 f 的强# 

映射. 

由定义立即可以看到： 

(1) 设 /( x ) sy 0 OreX ) ，则尸 （ x ) 三 0. 

(2) 设=如000,则 r ( x ) 

(3) 设/在 々处 强可微，则/ 在心 处连续，即 

lim ||/ O 0 + *0 — f { xo ) I =0. 

I tt I - M > 

例 3 设映射 /: R n ~> R m 定义为 
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其中 ar=GR n ,y= (义，…， y m )6R w . 由定义易知/在 
X 。 处强可微等价于每个 九: R n —R 在; c fl 处可微.对 M =(〜，•••, 

tt n ) eR % 

df(x 0 f u) = (dfiCx 0 ,U )， … ，忒 / m O 0 ,M)). 

由通常的多元函数的微分法，有 


dfs ^ u ) = dfi } x ^ 〜+…+ 邛作 ^”, 


dXi 




从而可得 


/’（无0) 


^/ l ( gp ) 

3 x t 


rn (^ o ) 


\ii 


lOo ) 


2 x n 


m ( 怎 0 ) 

2 z n 


这就是相应于 / 的 Jacobi 矩阵. 


dk 


例 4 设左 = 和 g 是 [0， l ] x [0, l ] x ( — 的， + co ) 


上定义而且连续的实值函数,考察 CIO , 1] 到自身的 Urysohn 积分 
算子 

j 0 

今证明/在 x 0 ecio P 1 ] 处的强微分为 


[/'Oo)]A ⑴二⑷ 5,A(s))A(5)h ， AGCT0,1]. 
实际上，由于 

k(t,s 9 x 0 (s) \~h(s))-~lc(t f s,xo(s))—^(t,s,x 0 (s))h(s) 

dU 

= is ) + rh ( a ) )- 證“,名,怎。( 5 ))卜 O ) 打 
|^(^, 5, x 0 (s) +rA(s)) — s, ar 0 (5)) ds. 
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因为 g 在 [ o , 1] x [0, 1] X (― OD, + oo) 的紧子集上一致连续,故而 

i 

上式最后一个积分当 Mfl — 0时关于—致地趋于0.记 

r 1 如 

x 0 (s))h(s)ds, A€C[0,1], 


即得 


1 /( 怎 o + 厶） 一 /( 怎 0 ) —Ah\ 


max 
0 < <<1 


k{t^s f Zo(s) + 办 O)) — 及（名 , 5, ;r 0 0)) 


- |^，5,怎 0 0?)) ft ( S ) 卜 

由定义可知 /' M = A . 

例5 考察微分算子 ftC ^ LO , 1]^[0,1]： 

[/0)]0 〆 ⑴ +[>(«)]' 

根据定义容易验证/在上每点都是强可微的，而 且在: r 0 

处, f 的强导数为 

[ 尸 (aro)]A(0=^(0 +2x 0 (t)h(t). 

下面给出求导运算的简单性质. 

定理1 设 X , 1% Z 均为实賦范线性空间，/, g : X^Y 在怎处 
强可微, z 在 y =/( r ) 处强可微，则 

(1) 对任意常数 + 在 T 处强可微，且 

( C l / + C 2 夕)’(工）=+ C 2 ff '(^0; 

(2) 加 /: Z — Z 在: F 处强可微，且 


证 （1) 是显然的.今证 (2): 对 tt 6 x , v er , 记 

os Or, tt)=/0r + w) — /( 怎）一 [ 尸 ( 怎)]«， 
fi(p,v)=h(y^v)—h (y) — \_V (y)3v. 
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则有 


lim 

u I 呤 0 


HttO , «)1 

~ N ~ 


lim 


fl 购，汐 ）B 


o . 


取 z ；=[/'( x )] w + a ( x ,«), 便得到 


(hof) (a? + «) —A(/(x + w)) 


( 办 o/)(JC) + V(y). 尸 (x)u^rh f 0 ) 05 0 , a) rp{y f v). 


因为 z ), 故而 

⑻] a Or, *1)1 


lim - 

u I ，0 


hi 




o . 


又由于 


lim 




lim 


1/3 ( p 9 v ^ || 




w ，二 IWI 

在最后一个等式中，利用了 f ( x ) eB ( X — Y )， 所以 |«||-> o 时必有 
hi —0. 由此可知在 a ： 处强可微,且其强导数为 


( kof )^ z )^ k f ( y )- f f ( x ). 证毕. 

现在，我们来指出两种微分槪念的关系. 

定理2 设是实陚范线性空间 , f :叉―1% /在 a 处强可 


微的充要条件是/在 z 处存在有界线性弱微分,且极限 


5-lim^-C/C^ + ^w) —/(:)] 二 [及 /(>)]« 

关于 W = 1 是一致的.此时，尸 

证充分悻对任意 e > o , 由假设可取到 3> o , 使得 m<d 
时， 

\-U /(a：)] —[Z)/(x)]2f 

v 


对单位球面上一切成立,记”二以,当 lkl <^ 时，就有 

|/(工 + ” ）一 /(:> — [/>/(a：)]” |< 小 |1. 

又因为 z ?/ O ) eB ( x ^ Y ) ，所以 /' O ) 存在，且 f (0 =时 ( r ). 
必要性设/在^处强可微，则对任意 e >0, 存在(5>0,使得 



W <6 时 


映射的級分 
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||/ O + v) — / O) — Or) v\<€lv\l 

对于 hi =1,当1 m <3时，由以上不等式得 

l[/0+t«)—/Car)]—f (x)u <e||«| =e. 

所以+ [/0 + “）一/ OO ] 关于 m 的一致极限为 /' OOw . 显然，这 

就是 / 在: r 处的有界线性弱微分.证毕. 

系设/在开集 O 上各点具有有界线性弱微分，且映射 

在 ; rfl 连续，则 / 在 z 。 强可微. 

证由定理2可知，只要 证明+ [/0。+ £«)-/(心)]在1«! 

=1上一致收敛于[/>/(办)]火由 Hahn-Banach 定理， 存彺 Fe 
r% 使得 

^ y[/(^o + ,«)—/ O 。) ] — [ Af (心) ] « ), 

— + — /(x。)] — [Z)/(a ： o)]M f 

t 

根据中值定理，存在，使得 

F ^- Ui^o rtu ) —/ Oo )] — [Af Oo )]m > 

= F ([ Z >/( ar 0 -{- r «)]«—[ Z ?/( ifo )] tt ) 

KlDfixo A rxu ) — Dfixt ,') I! | mJ . 

但由于 />/ ⑻在 A 连续，因此 6—0 时,上式右端关于 h 卜 1 一致 
地趋于 0. 证毕. 

注意，即便泛函 f GO 在 A 存在线性的弱微分，也不一定在; T 0 
具有强微分 # 

例6 R 上泛函/定义为 


. b ip .. 


;.4i. - 




• *• : .. .Lp! i ^ i : <% ^ 


.•:. 叫 .V 
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^1+^2 (Slf S 2 ) ^ (0, 0), 


0 


，怎=(0, 0) ， 


由于 


ill 


11+11 




可知/在(0,0)点连续.令《= (?；1，//2)，那末在(0, 0) 处沿方向 M 
的弱微分等于 


Um nillzdM 


lim (打 1 +〜一 


t z r)\m 


0 


1 呤 0 


但是，如果令? 72 = W， 


r ㈣ +”■) 

则 1« | = = v^lT^T ，因而 


巧 1+ 仏， 


lim 

u ■呤 0 


lim 

u I 40 


lim 

u I 吟 0 


/( tt )—/(0)— Z )/(0)« 


|u| 


vlVz 




v \ 


2 T } Wr ] l + i ] 2 2 2 




从而 / 在 （0,0) 处不强可微. 

类似于数学分析的方法，可以讨论求导运算的逆问题.为此, 
先引入一个概念. 

设是实赋范线性空间， r 完备， A ,々 ex , L ={( l ~ t ) x 0 
+ M 1<1} ,映射 /： L^B(X->F) 连续,规定 

f f{x)Ax= f / (xo +1 (jfi — ^o)) (^,X\ — x^)dt f 

J L J 0 


上式右端是向量值函数的 Riemann 积分. 

定理3 设 X ，： T 是实賦范线性空间，且7完备,为 X 中的 
凸开集,映射/: O ^ B ( X ^ Y ) 连续，则存在炉:1%使 〆 (>) = 
/ Or ) 的充要条件是：沿《中任何封闭折线 G 均有 




m 

f { x)dx = 0 . 
J c 


证必要性 记1 = {4 + 4巧一 a ) 由于/00 = 

9 ’ (怎）=/^0),利用中值定理得到 

[f(x)dx=^ f{x X -\-t {X 2 —x{)){X 2 —x{)dt 

J L J 0 

=f LD<P (x t + i (ar 2 — a：!) )] (ar 2 — ar,)(x 2 ) — 

J 0 

由此易见 t / O ) 心 =0, 其中 C 是 D 中封闭折线. 

充分性 任取 arAD ， 作 

Z 2 = { x - f - ir «|0^^^1}, 

L 3 — {a ； o+ ^ (x + ru—x 0 ) 10^^ ^1}. 

由假设， [ f f(x)dx + (—[ /O) 心 = 0 •如令 ？ >(y) 

J L x J L % \ J L 3 / 

=f —无 o )) ( y — *。)心， yeD ， 则有 

Jo 

q>(x + tu) —qp(x)^ f(x)dx— f(x)dx^ I f (x)dz 

J Z »3 J 尤 1 ^ 

— f fix^t tu) (r«) dt = \ f Cxi- tu)udt, 
Jo J 0 




于是 


gp(x+r»):y —( 立一⑽ 汉 


-f [/ (x+ tu)u~~f {x)u]dt 

J a 


< sup l/Cr+«tt)w—/(ar)«|—0, 

0<< <r 

所以 =/0), 但 / OO 连续，由定理 2 的系，知 <0 r ) 存在，从 

而9^0)=/0). 证毕. 
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5.1.3 高阶微分 

为了定义高阶微分，先引入《线性算子的概念. 

设 x 和] r 是实陚范线性空间，记》个 x 的乘积賦范线性空间 



定义 设 r 为 F 的映射， TOru …,。 对每个 变元心 

n 

都是线性的，则称 r 为 n 线性算子.》 线性算子全体记为 



X^Y 


和线性情况类似地，容易 知道： 如果 re 



x ^ y \ 则^是 


有界算子(即把任何有界集映为有界集)，当且仅当 

^supdiTCa：!,*-*,^)! | =1, i = l,•••,»}< +co. 

记有界 n 线性算子全体为对 ：T 

称上面规定的 | T | 为 T 的范数. 


引理1 B X^Y \按通常的线性运算及算子范数构成 



賦范线性空间;对 

* V -* 


X^Y 



； 而且，当 r 是 Banach 空间时， J 5 ^]j X — 是 Banach 


空间. 


证 n = l 时，这是线性泛函分析的已有结果. 

设 i < k «— 1时， Wtt 是陚范线性空间，今作 





(¥ 


x—r、 与 b 




X—B 


y n- h 


~^Y U 的元的对应如下: 


任取 T n e^]J 


X->y \ 对固定的 h …，％ 6 叉， T n Ori， …， 


〜无* +1 ，… ，: r n ) 是以 ；r* + i， …, x rt 为变元的有界 ft—A; 线性算子，即 


有 T k ( x ir -, 使得 


易见, A 


T n ( x l9 •,•,&) ^= T k (xi, Xji ) ( x k+i9 —, x n ) f 

…，〜 变动时, TfcOu …, ar*) 又是 A 线性算子，而且 

im 二 ,^1 尸 _ jAOri, •••，：*) B" n ) 

i =^1 *****Jb \ tt — / 

=Slip SUp |^^*(怎 1 ， _• • ，怎 Jfc) ( 怎 jt + 1， • • • ，戈 》) B 


sup sup \yj 

X j H = l»lJT^I = 1 
= 1 , k t j - k + l ，_**， n 


sup IIAOi， …，怎《)| = |7»1|, 


故而 T k eB 


(¥ 


X—B 


(n^ 

\lt — If 


-»r 



这样，我们建立了 B(：q：xV| 与 



之间的一对一的保距映射，由后者是賦范线性空间知前者是陚范 
线性空间;特別地，当后者是 Banach 空间时，前者也差 Banach 空 

间. 由归纳法便知当7是 Banach 空间时，也是 Ba - 
nach 空间.证毕. 

共鸣定理可以推广到》线性算子族. 

弓 I理2设X是 Banach 空间， W j[ X ^ y ] ( aSA ) 是有 


界 n 线性算子族,对任何 (A 


均有 
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suplJT^) (a;!,r„) || < + oo, 


那末 


supl 竹 > |< + co, 


a 


证 就是普通的共鸣定理.今用归纳法证明一般的情 
形.对每个 CX， 有 T ( / Jl 使得 

) (:1 ，…,〜）二打 ) Ol ) (怎2,…,尤”)， 

固定 x t € X , ( x 2 ,— f x n ) e ] jx . 由假设 

n — 1 

supII 竹 ）（I) (r 2 , • • •, a? n ) I 卜 sup 11 1 》 〉 O, ，…, ;r„)[]< + 00, 


a 


再由归纳假设，对任何有 

sup I TV ^^1)11 <4-00, 

a 

注意到是有界线性算子族，根据共鸣定理, 

sup|7 T< 1 a) fl< + oo # 


a 


由引理1 的证明可见因此 su P «m< + oo .证毕. 


a 


引理 3 设X是 Banach 空间，线性算子 T n ( x lf 


工 《) 对每 


个变元 A 连续 W =1，…，》)，则 T 


” eB (¥ 


X^Y 


证 用归纳法. & = 1 时，结论显然成立.设对 A = n — 1已证, 
今讨论的情况.由条件及归纳假设，可知存在 


X^Y\ TV , (a , …， x n )eB(X^Y) f 

\n- 1 


使得 


T„(x lf —,x n ) =^J (Xi) (x 2 , … ， a： n ) =h(x 2 , … ， a：*) (x t ). 
因此，对 iAld , 有 





_，‘）！ = Hi ( w «) Oi)l 

w «) l ， 


即； r : 


、固定时 ， sup l ^ iUiX ^ 

H Xi H < 1 


心 ） l < + oo . 由引理 2, 


存在 M >0, 使!0^||<1时， 

flLOl) (>2,… ， Z„) ||<M|lir 2 U ； rJ ， 

因此， 

II ( x l9 ...，; r „) xj . 证毕. 

下面我们给出髙阶微分的定义.为叙述简单，假定以下出现 
的表达式都是有意义的. 

定义设 x , r 是实陚范线性空间，映射 f ： x ^ Y f 对于乂，…， 
规定/的弱微分为 

--D(D n - l f) ((ar ； u l9 

如果存在汐 700 e <] J 叉~^\，使得 


D n f(a:;u lf … ， mJ =[D”/O)] («f 1, •••，《„), 

则称 DIOr’u “…， 〜）为 n 阶有界线性弱微分. 

定义设为实陚范线性空间，规定映射/:叉― K 的》阶 

强微分和《阶强导数为 

d n f ( x ] U l 9 …， W n ) - 

如 果存在 d n f ( x ) eB(jr JC — r 、, 使得 


(¥ 


(；!：;«! ，…， W n ) =[< P /(»：)](«!, …， 《 n ), 

则称…， w n ) 为 n 阶有界线性强微分， 

由 5.1.2 定理2 即知： 如 果在； r 的某邻域中， d k f ( x ) ( A - 
1 ，…， n — l ) 均存在且强可微， P / O ) 存在，则/在 z 处具有直到 
«阶的有界线性弱微分，而且 o n f ( x ) 二 dm 
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高阶微分的槪念比一阶微分复杂得多.下面，我们仅考察在 
—个开集上强可微的情况,这是最常见的一类条件. 

引理4 设 D 是开集,/在 D 上71阶强可微，则 

d"/ O; «1 ,…，: O; Wi i ， … ，气)， 

其中 （ L …，是 (1, …, 《) 的任何一个排列. 

证用归纳法.对 n =2, 先设 F 二 R , 若/为二阶强可微，於 
考察 

A== [/(> + « + ” ） —/(a: + v)] ~[/ (x + u) — / (x )]. 

由 5.1. 1定理1 ,必有_，1],满足 

A = df(z + v-htu,u) ~df (x-i-tu, a). 

由 f 的可微性，得 

df (x + v, u) 一 df(x ， n) =d 2 f(x ； u,v) +/J(v,«), 

其中 

lim ^^-0, (1) 

_ w I 今 0 [] 

R ( v f Xu ) = AR ( v f «), (2) 


这样 

A = \idf(x + v-\-tu y n) —df(x ， n)2~W(x+tu 9 v) —df(a ; 9 «)] 
= d 2 f (z ； u 9 v + tu) +/2(v+«tt, w) —d 2 f(x ； u 9 tu) ~R{tu 9 u) 
~d 2 f (x ； u 9 v) +R(v+tu 9 u) —R(tu f u), 

由 A 关于 w ， v 的对称性,又有 


A = d 2 f (x; v, m) - \-R(u+tv, v) —R(tv ， v). 

分别用如，扣代替利用微分的线性及 (2), 即得 

d 2 f(oc;u $ v) —d 2 f(x ； v p u) 



4 

A 


lR(A(u-\- tv) f v) ~R(Atv 9 v) —72(2(”+ iu) f u) 


+ R(Atu, a)], 



§5.1 映射的微分 
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由时，上式右边趋于0,故而 

d 2 f { x ； u , v ) = d z f ( x ； v , u ). 

若 F 是一般的实赋范线性空间，任取用炉。/代替/, 
利用/二次强可微时, P。/ 二次强可微，且 

^ O。/) (怎； U y v ) =< p ( d 2 f ( x ； u ， v )), 

由前面的证明可知 

d 2 (< pof ) ( x ； u 9 v ) == d 2 (^ of ) ( x ; v , n ), 

从而 < p ( d 2 f ( x ; u ， v )) =< p ( d 2 f ( x ； v ,«)), 因此 

d 2 f ( x ； u , v ) ^ d 2 f ( z ； v , «)• 

现在设 d k f ( X ; U u …， Wfc ) 关于…， A 对称，由于 

d k + l f ( x ; u lf '•- y u k+i ) = d z ( d k _ l f ) (( xjw ，…， m 卜 :），《*，《*+,) 

= d 2 ( d k ~ l f ) (( x ;^, *•*, u k - i ), u k + u u k ) 

二这 (#/)(( 工; A ，•*•，％- 1，％+ 1) ， ％) ， 

由归纳假设，易知 # +1 /0;ttw，％ +1 ) 关于 a ，…， 《 fc +1 对称.证 

毕. 

定义设 r 

一切 W ，…， w„6 叉成立，其中 （ii， …， in) 是(1， …， 》) 的任一排列, 
则称 T 是有界对称 n 线性算子. 

定理1 设叉是 Banach 空间，开集 QcX , 映射 F 在 
D 上《阶强可微，则在 o 上存在对称的如果#/0)在 o 
中连续，则 / <rt )0) 在 o 中存在，且/ ⑻ Or) - d n f ( x ). 

证 由引理，…, 《„) 关于 Wl ，…，、对 称，从定义 
可知,它关于I连续，因此，关于每个化连续，再根据空间的完备 
性,利用引理3 ,得 tP/Or; 〜，•••,《„) 是有界的《线性算子，即存在 


= r ( M “， …， 11〜)对 


对称的 X-^Y \ 
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如果 d n f(x) 在 O 中连续,今用归纳法证明/ ( "> (*) 的存在性 . 《 
=1时结论显然.设结论对》— 1成立，由上面的证明可知存在对 
称的 #—700, 且易见 i n f (x) 二 i ( n ) Or ), 所以仏― 1 / Or ) 连续. 
由归纳假设， 

#-7( 怎）二产 

设 + WKXfSUcO . 由于 Or ) 连续，可 
以考察积分 

[ d n f (x)dx^ f d n fix^t {x 2 — Zi)) (x 2 —xjdt 
J h Jo 

=^ n _70 2 ) — - YOD 

=/ (n ~ I> (ar 2 ) —/ <n_1) (^i)> 

由此可知，对 D 中任何封闭折线 


d n f(x)dx^ 0 , 

J c 

由 5.1.2 定理 3 及其证明可知, P /( z ) 是映射 



>:a 


b(h 

y n- 1 


x—>r 



的导映射，即 = (/<”〜)' ⑷证毕 • 


5.1.4 Taylor 公式 

这一段中我们来推广古典分析中的 Taylor 公式,即证明《阶 
连续可微的映射可以用《次多项式《阶逼近. 


设 X ,； T 为实赋范线性空间，对7^ X^Y\\& 



Tu n =^T(u f •**, n), 

.、— ，、 ■■一 J 

ft 个 

其中 《 ex . 

定理 1设 X 为实賦范线性空间，凸开集 D(ZX f 如果 D 上定 





§5.1 映射的微分 
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义的泛函 f 具有 n 阶连续的强导数， x f x+uea 9 那末必存在9, 
使得 


/ (怎+ «) =安$[/ ⑴⑻ ] V +⑻ &+如） 《”• 

* = 0 ^ * 

证 记 <p(0 =/Oc + ««),(p 是通常的数值函数，且由假定，它 
具有 n 阶连续导函数，又 

(p <k) (t) —/ (Ar) {x+tu) u k 9 

对于 <P 使用普通的 Taylor 公式，便得满足 

i 二0 • • 


= ^]^~[/ (O O)]W i + ^~/( n )O + 0W)2l”. 证毕 • 

i = 0【， ♦ 

定理 2 设 X,r 为实陚范线性空间，凸开集 DCZX, f：Q^ 
Y,f 在上具有 Ti 阶连续的强导数， x，x + uEQ， 那末 


/ Or + a) = 2 ( 0 (ar) ] V + jR n ⑻, 


0 


其中 

Rn(u) = ( -(1 -O"' 1 E/ (n) (x^tu)-]u n dt 


=— [/ <n> (^)]« n + 0(||M|| n ). 

«! 

证 《 = 1 即 5.1_ 1 定理 1 的已有结论.设对 n = A 定理已 i 正, 
S ik + l) ⑷连续，对尸 Or) 利用归纳假设，得到 

•* 

/'( X + ⑻二 ^$[/“ +1 >(怎)](〜） ； +祀（仏)， 

i = 0办 1 

R° k (tu) = 7 - 1 - - (1 — s)* '】[/(* + 1) (；r+ 

( 蚤一 l)l J o 
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[/ < fc +1) ( x )](^)* +0(1 


由 5.1.1 定理1可得 


/(ar+«) ~f{x) =f f (x-\- tu)udt 

Jo 

= | 0 [广…⑷]⑽)* + 郎 { tu)\udt 

= 2 去 [/ 0> ( x )] wi +(* Rlitu)udt 9 

TT [ Jo 


其余项表达式为 


f 


Rl{tu)udt 


o 


= [ l dt 
Jo 


( k - l)ti 


(1 —5) 卜 1 [/ 〈 *+” （ r+ 5 《 w) (tu) k ds \u 


0 




(*- l )! J 


(t —s)* -1 [/〈*”> (ar+s«)]«* + 1 <Zs 




f ： 

fo(A;~l)! [尸 “°( x + ⑽)] M * + 1 h 


(t~s) kl dt 


s 


=J-f (1 —s)*[/〈* +1> Or+s«)]tt* + 1 仏 

Af J 0 

由归纳假设中余项的另一形式，有 

^Rl(tu)ndt (k + 1) (x)2(tn) k ^o(ltu\\ k )^udt 


(A +1)1 


/<* +l )(x)w* +l + o(» W l* + 1 ). 证毕, 


5-1.5 幕级数 

设〜是对称的有界 n 线性算子0 = 1,2,…），称形式无穷和 

oo 

n — 0 



§5.1 映 射 的撤分 


m 


为幂级数.为了后面的应用，这一段将讨论幂级数的收敛性、连续 
性及可微性.先建立两个简单的引理. 

弓 I 理1 设是 n 次实多项式 ， max ⑴则 

m<i 

证记 L k ( t ) (& = 0，1，…）为灸次 Legendre 多项式，则有 

n 

P (0 ~ ^ ， 

i » 0 

其中 p ( OL k ( t ) dt . 由于 [ m<i 时 ， [uo i < i , 
故 

Io * I Mdt =(2 k + 1) M , 

又由于 |Z4(o) 故 


I/(0)I = I2 (0) I <M (* +1) 

fc =0 *=0 

<^(n + l ) 8 . 证毕. 

引理 2 设 a n 是对称的有界 《 线性算子，则有 

( o „ x n ) * — no „ x fl_l . 

证由计算 

a n {x-\-u) n —a n x n -~ {na n x n ~ l )u 
= C^a„n 2 + … + c(„m ” 二 o(l«3>. 


这就证明了引理.证毕. 

设是对称的有界 n 线性算子，记 

II! T n III - sup II Vi, 
1^1=1 

显然，有 III 几 |||<||^„1. 

定理1设有幂级数 
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f ( x )^ y ^ § a n x \ (1) 

n = 0 

记 p 0 -(H^||| o„ Up)- 1 , 则对 p<A, 级数 (1) 在 中一致 

收敛,而且, /Or) 在 id< Po 中强连续、强可微， 

eo 

尸 M = y ^ t na n x n ' l 9 (2) 

71 = 1 

证设 P<P。， 取《>0,使 e)， 再取自然数#，使 
n>NH f III «„ ill "<— ,于是，当 W <P 时 

Po 

1^ B ||<||| «« III lxl n <(^.y(p 0 (l~e)r= (1-e 2 )% 

<30 

故级数 Zfl 心 X n || 在 US/O 中一致收敛，从而 （1> 在 bi<P 中按 

71—1 

范数一致收敛.易知 /Or) 在 |a:〖<pa 中强连续. 

为证明 fOO 在 IM<p 0 中的强可微性，由引理2,仿数学分析 
可知,只要对任意的 P<Po , 证明级数 (2) 在中也是一致收 
敛的，这又只要证明 

III III ^<11^ III a„ III". (3) 

对 |；r|=l，||«〗=：i-， 由 Hahn-Banach 定理可知，存在 /er*, |/1 

u 

=1, 使得 

f(na n x n ~ l u) = |«o w ar*~ 1 a|. 

令 p (0 =/(a n O+W)”)， 则当 |Z|<1 时， 

b(oi<ii/Nii« n iii(w + mw)* 

< III a« III (l + -^) n <3 III a n III . 



§5.2 隐函敗定理 
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但 〆 （0) ^ f ( na n x n ^ u ) = IlKflt / MMlI ， 所以由引理 1，得 

1««„^ _1 ^;1<3(»+1) 3 ||] a n HI , 

于是，对14<1，有 


Ijnan^ -1 J = sup 

■ “ • 一 1 


na n x n 



1«1 


<3n(n 十 l) 3 |l|a„ 川， 


因此 

HI na n HI = sup ||no n x B ~ 1 |l<3K(n+l) 3 1|| a n ||| , 

« a : B 二 1 

这就导致 (3) 式.证毕. 


注由上面的定理及 (3) 式可知，幂级数乏]在 | k ||< 

71—1 

Po 中仍是强可微的，因此，幂级数 (1) 在 lk »< P Q 中是无穷次强可 
微的. 

系设 X 是 Banach 代数，则在 X 的单位球内部 （ lr ||< l ) 中， 
(/ 一 zK 1 是无穷次强可微的. 

oo 

证在 （ w < i ) 中，（/-0- 1 二; 利用上面的注即得结 

n = 0 

论.证毕. 


§ 5.2 隐函数定理 

反函数定理讨论非线性映射的求逆问题，这个定理指出：由某 
个线性方程的可解性能导出非线性方程的局部可解性，确切地说, 
它就是非线性方程解的存在唯一性定理.如果考察含参变量的方 
程,反函数定理又被推广为隐函数定理，它说明在适当的条件下初 
始解可按参变量唯一连续地 延拓. 隐函数定理是分歧理论的重要 
基础，后者是当前非线性氐函分析的中心课题之一， 
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5. 2. 1 C p 映射 

先给出 P 映射和 P 微分同胚的定义. 

定义设 x,r 为实賦范线性空间， p 为非负 整数，开集 oc： 
x , 映射/: 称/为映射,对0是指/在 d 上连续，对 

?>0是指/在上具有 P 阶连续的强导映射 / w O ). 

如果分别是 X , : T 中的开集,/••汉是双射，而且/和 

广 1 均为 CP 映射，则称 F 为 C7 微分同胚. 

如果分别是 r 中的集合, /:!7->r， 知 6£/,又设存在 A 

的邻域％及/0。）的邻域 h， 使/ :£^—7。为 P 微分同胚，则称 
f : u — v 在心 局部 c p 微分同胚. 

如果/:£/->^在^7中每点局部 P 微分同胚，原称/在 U 局 

部 微分同胚. 

下面的定理指 出：在 完备空间中，由局部微分同胚可诱导 
出一个线性拓扑同构. 

定理 1 设 X , F 为实 Banach 空间，？7是X中开 集，； r Q er/, ? > 
1,如果 r 在办 处局部 P 微分同胚，则 f ( x 0 )： X^Y 具有 
有界逆算子. 

证 因为/在; r。 处局部微分同胚，所以存在X。的邻域％ 
及/(抑）的邻域使得 /:£/ o — h 为微分同胚.记穿=/ _1 : 
F 0 -^ D , 则有 

(/ o ?) (y) = y 9 

其中 x & j Q9 yev Qf 由于 /, 夕均为 p 映射,利用求导法则，得到 
[〆㈤][尸⑹]二I:, [/， ⑹ ] [〆⑹ ]-^r, 

注意到 f r), 根据逆算子定理即得 

Lf M r 1 =〆(汉。)=〆 (/ ( a ))(F^x). 证毕， 
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5.2.2 隐函数存在定理 

定理1 (隐函数存在定理）设 X , F ， Z 均为实 Banach 空间, 
是叉 x r 中的开集， Or 。, 如) 印， f: Q~>Z 是连续映射,且 满足： 

/ 0, 30对变元 x 强可微，尺0, #) 在（％，％)处连续， 

/Uxo, STo )： x->z 具有有界逆， 

/( X 。， y 。） = 0， 

则存在 r>0, S>0 9 使得 ! I y — 心!1 <3时 

/(^> y ) = o , ( i ) 

在 Ik — zolO 内存在唯一的连续解 $ = 7(30, 满足 xo^g(yo). 

证 （ i ) 因为尸, ( A , 如）: x -> z 具有有界逆，所以存在 

使得 

( 2 ) 

由于八 O , y ) 在 Oo , h ) 连续，故能 取到？ * >0, 6> 0,使得 lx~Xo\^ 
T ，| y — yoi <<3 时 

l/:O,20- /:0。,"。) i<2^. (3) 

又由 fOro, 20 连续，还不妨设 |y —yj <3 时 

mx Qf y)S<2^. (4) 

( ii ) 今证»卜2^<3时 

<p»(^ )=$—[/; Oo, y。）] — 7(^» v) (5) 

在 I x —< r 内存在唯一的不动点它显然满足 f(x* 9 y )=0. 
首先，由 r 的取法可知!1 a ： —■时 

8 外 ( 工）一怎 0!<11 炉 jrO)— 史 yOo)| + SwOo) — :oll 

< sup S 炉； O)li I 工 一 知 I +11 [八 Oo, yo)] 11 /Oo, 20 i 

\\X-Xa \]<T 

< r , 

所以 W 映 〖 ndl < r 到 ||z — ar Q |< r 之中. 
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其次，又由 r 的取法可得 | U — ; rj ^ r 时 
i ^(^) fl =!/-[/； U , y 。) ]_ 1 尺 U , y ) H 

<II [ (/; O。, y。)]11 /; (x 。， y 。） — 八 O, y) II < y, (6) 

这就说明…在 I x - Xol ^ r 内压缩. 

由压缩映射原理， ly — 如1<3时 TyO ) 在内存在 
唯一的不动点，记为 z = 由上面的证明可以看到这个不动 

点满足1 z — xol </*，又由唯一 * 性得到 xo = g ( t / o ). 

( iii ) 最后证明 r = 在1^_妁1<6内连续.设—如11< 

|的一爹。|<3,无 1 =分(穿1),怎2 =夕(灰2),其中||怎1 —怎。1<7 > ，1|；1：2—怎。8< 

r , 于是 

1 a ：! — ar 2 1 = 19 ? Vl ( arj ) — < p H ( x 2 ) j | 

< 1 <Py x (»i) - (x 2 ) I + I (py x (x 2 ) - <p S2 (x 2 ) B 

< 去 1 欠 1— 无 2H + 11 9^ (怎 2) —% 2 怎 2) |， 

这里最后一个不等号是 (6) 式的结果.由上式得到 

k (谷 1)—9( 沒 2) I = 1 a：! - ar 2 II <2 1 q> Vl (x 2 ) — (p y2 (ar 2 ) ||, (7) 

由 / 的连续性可知 Ht 时 O2 ) —< PvS x ^> I —0, 所以穿 连续. 
证毕. 

隐函数存在定理的特殊情况是反函数定理. 

系假设是实 Banach 空间， D 是叉中的开集， x 0 eO f 

是 C 1 映射,且满足 
f r ( x 0 ) : X -> Y 具有有界逆； 

2^0 ~ / (父 0) ; 

则存在 r >0,6>0, 使 |y — y 0 ||<3 时， f ( jT > = y 在 | x — r 0 | O 内存 
在唯一的连续解 ^ = g ( y ), 满足 怎 o = ff ( ifo ). 
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证 在定理1中取 z=:r,/o,^=/0)— 2 / 即可. 

5.2.3 隐函«的可微性 

为方便起见，先讨论反函数的可微性.下面的局部反函数定 
理给出了局部微分同胚的一个判别准则，它可以看作 5.2.1 定理 
1的逆. 

定理 1 (局部反函数定理）设叉， f 是实 Banach 空间， D 是 
X中的开集, F 是 P 映射 ，如 eO. 若尸 OrohX—F 是 
线性拓扑同构，则/在 A 为局部 P 微分同胚. 

证 取 z=F,：fo,y)=/0)_y， 沿用定理2证明中的记号, 
由定理2的系可得存在 r>0,3>0, 使卜一如1<<5时 /(x) = y 在 
Sx—ar 0 I<r 内有唯一的连续解$==〆¥)，满足％ = /(々)♦ 

(i) 先证0在 {y|«y— 抑1<外内强可微，且在此开球中〆(汉) 
连续.设 ||$1—¥。1<3, 112^2 — %11<6,记 

o 二 9 (v i) — 穿 ( 汉 2) — C/ ; (sKth))]— 1 (ih — 分 2 )， 

设 其中 Sh—;rol|<r，Ih —zj<7 •，则 

IM! = lki - A — [尸⑹ ] ⑹ —/ 0r 2 ) ] I 

< I If (X 2 ) ] ■ 1 11 / ( 叫 ) 一 / ⑹ —f ( 工 2) (^1-^2)». (1) 

因为 

[f(x)] - 1 - (I -[f (x 0 )]- 1 (f (^)-f Or。))）- 1 [尸 Op 。)] -1 , 

( 2 ) 

又由 5_ 2. 2 的 (2), (3) 两式,可知 

iif ( x 0 ) ]- 1 (尸⑷ 一 广 U ) ) I < y , (3) 

所以 

i (I-If (x 0 ) ] - 1 (f(x)^f (x,m - 1 II <2, (4) 

由 5. 2. 2 的 （2) 式和上面的 (4)， 即得 
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l[fOO]K2M. (5) 

由于 /O) 在々 处强可微，由 （1) 和 (5), 得到 

Icol^odar! —a ： 2 I), (6) 

又由 5. 2. 2的 (7) 式和上面的 (5), 

I — ar 2 1 <21 ^ (ar 2 ) - <p» 2 (x 2 ) 1 

所以，由 （6) 可得 

l6?I = o(l2r 1 ~2r 2 S), 

这就证明了奴妁在 |y — 中强可微，而且 

^(穿)=[尸(穿(穿)）] -1 _ <7) 

因为尸 (工) 连续,由（5)， Ui - Xol ^ r f 厂疋 ol<r 时 

i[fcr 1 );r i — [: ro^rKic/'o^mcrorwiifh) 

一 r 0r 2 ) 1<4 说 2 If (A) —尸 (h) I, 

所以 [fOO]< 连续. 

由〆以）=[尸(穿00)]、而[尸 oor 1 及 Wy) 均连续，所以 
〆(¥)也是连续的. 

(ii ) 再证0是以映射.由假设/是映射，在 ( i) 中已证穿 
是 C 映射.设时夕是0映射，为证明穿是 C fc+1 映射，只要 
证明〆00=[尸((7⑼）: r 1 是 以映射 ，为此又只要证明[尸 (wr 1 是 
c k 映射，这可由（2)， （3) 及 5.1. 5定理1的系得到.证毕. 

定理1中的点 A 可以换为某个紧集，这就是下面的 
定理 2 设X, : T 为实 Banach 空间， /:X— 7是 P 映射， 
f > l . 如果紧集工,/:见―/(似）是双射，且0：6见时， f ( x)i 
叉― F 是线性拓扑同构，则存在见的邻域V及/(I )的邻域使 
得 F 是 P 微分同胚， 

证 （i) 首先，证 明有似 的邻域使/在0上是取射.若不 
然，有 W ex,p (x ( n °, M ) ^0,p (^ 2 >, M ) —0, 且满足 
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取 u ^ eM , 使得 

I —0, I n ^- x ^\\ —0. 

因为 ii/ 紧，所以可取收敛子列，不妨设有^ 

血，因而 Z ^^ X i2 \ 

由 / 的连续性及 /(^°) =/« 2) )，得 /(^ (1> ) =/0t (2> ), 因为 / 
在见上是双射，所以 x ^= x ^= xeM . 

这样,得 一 x ， ；4 2> ->；r， 且/ ( x ( J } ) =f ( x ( i >y ) ， B|3 / 在; r 
附近不是一对一的.但所以 r 具有有界逆.由 
定理1, /在^处为局部 p 微分同胚,此为矛盾. 

(ii ) 由定理1,对 ar 6 M ， 有; r 的邻域 LC ： 0及 /(x) 的邻域 

L 使得为 P 微分同胚.令 

U^\JU xf F- U V x , 

x^M x€Jtf 

则 F 是局部 P 微分同胚.因为所以 fO/) = 
从而 F 是满射.又因为 f/CZO, 故而/还是?7上的单射， 
所以 f ： u ^ v 是同胚，从而即是微分同胚.证毕. 

下面，我们利用定理1讨论隐函数的可微性. 

定理3 设 HZ 为实 Banach 空间， D 为叉 xr 中的开 
集 ，O 0 ,2T 0 )eO,p>l, 为 P 映射， fO 0 ,y 0 )=0, /U^o, 

3f 0 ):X—Z 具有有界逆，则存在 r>0, <J>0, 使得 iy—y 0 |<d 时， 
方程 

f (^ 9 y)=o 

在 Jar—arJCr 内存在唯一的解 x = g ( y }, 满足 x 0 = flr(y 0 ), 而且 
梦 (30 在1汉一 2Tol<6 内有1>阶连续导映射. 

证作映射 9:0— ZxF , 炉0*^) = (/0,20,穿).由假设易 
知炉具有连续的 P 阶导映射， P Oo, A) = (0,如)，而且 
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d(pOh ， yo) = 


(/:<>0,夕0), 
\ 0 


f y (^0^ y ^) 

I 


^：X xY^ZxY 


具有有界逆.由定理 1 , 存在 r，<3>0, 当 b||<\ ||夕 一 y 0 ||<3 时 
方程 


_, y ) = 0， y ) 

在 Ik—“lo, \y-yA<r 内存在唯一具有: p 阶连续导映射的解. 

取;3=0,得 ||y —y 0 |<3 时，有唯一的解 Z 二〆 y)， 在 lly— %|< 
3内为以映射,怎 0 二穿(％),9?(分(30,30 = (0,女)，即 /(fl^)，y) = 0. 
证毕. 


§ 5.3 泛函极值 

数学物理中许多问题都可以化为求某个适当的泛函 史的极 
值.本节将利用§1中建立的无穷维空间微分学的工具，类似于 
古典分析，讨论泛函极值问题.我们主要讨论了极值存在的两类 
条件，一类是与泛函的下半弱连续性有关的，另一类是致密性条 
件，即所谓 Palais-Smale 条件，同时,我们还介绍了与后一类条件 

有关的最速下降法. 

5. 3.1 泛函极值的必要条件 

泛函极值是数学分析中函数极值概念的推广. 

定义设X 是实賦范线性空间,炉是定义于 X 
的实值泛函.如果存在 3>o, 使得; peii/noor。， 幻时 

则 称？)在別 处达到关于条件下的局部极小；如果存在^> 
0,使 （1) 式对一切; re(90r,<5) 成立，则称史在 々达 到无条件局部 

极小. 


§5.3 泛函极值 


389 


定理1 设 X 是实賦范线性空间，泛函炉: X—R 在 ; r D eX 达 

到无条件局部极小，又设 史在％ 处是线性弱可微的 ， WiJ 

Dq >{ xo ) — 0. 

证 任取因为 9 P 在％处线性弱可微，所以当|«|充分 
小时， 

q)(x 0 ^tu) — 炉 （ a ：。）= tlD(p(xo)ln-\-o(t) t (2) 

又由于史在 A 处达到局部极小，因此上式左端非负.记《 = 
lD<p(x 0 )2^. 如果 a 与0,取#与《异号且 V I 充分小，使 o ( t )< 

由 （2) 式得 


0^tlD<p(x 0 )2u^o(t)<- |< 0 , 

此 不可能，故只有《 = 0.由 tt 的任意性，即得/>炉(。二 0. 证毕. 

5.3.2 泛函极值的存在 性:下 半弱连续条件 


本段讨论与下半弱连续性相联系的泛函极值存在的条件. 

定义 泛函炉: x—R 在; rex 称为下半弱连续的， 是指“弱 
收敛于$时，必有 limypr tt ) X 3：). 

n-^co 

定理 1 设见是 X 中弱闭且弱列紧的集合， R 为下半 
弱连续泛函，则存在使得 平 （x 0 ) 二 inf<p(x). 

x€lt£ 

证 记 c = inf >( J ：), 有 { ardd ， 使得史0„)— c . 由干/弱 

xeM 

紧，故有 {〜} 的子列{、}弱收敛于某个元 々 ex , 但 M 弱闭，因此 
x 0 eM , 

因为 y 下半弱连续， C = limypr n J > yO 0 )， 但 C 是下确界，必 

jfc-too 

有炉 Oo ) 二 C , 因此 C 是极小值且 C >— OO . 

系 设 X 是自反 Banach 空间，史是 X 上的下半弱连续泛函. 
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(1) 如 果似是 X 的有界弱闭子集，那末，必存在心6见，使得 
<pOr 0 ) =inl>0). 

xejf 

(2) 如果 lim 沪 0)=+ oo , 那末，必存在; r 0 eX , 使得供 Or 0 ) 

I X I 哼 《> 

= inf^>(x) # 

iex 

证 （1) 自反 Banach 空间中有界弱闭集必弱列紧，由定理 
1得 (1) 的结论. 

(2) 记 c = infg ?( 2 ：), 由假设，存在 r 0 , flarl >7* o 时， 

x €X 

炉 0)>c, 

取 {aM Id < r 。}， M 是叉中的有界弱闭集，由 （1 )可知必有怎# 
财，使得炉 Oo ) = c ， 即 9 ? 0r o ) = inf >( x ). 证毕. 

xex 

由于定理1需要下半弱连续的条件，以下对此进行一些讨论. 
定义设为赋范线性空间， flex , 称映射是紧 
映射，是指 f _为 F 中的紧集. 

定理2 设 X 为陚范线性空间，泛函为强可微的, 
FO ) = grad 史(功是紧映射，则少弱连续. 

证如果史并非弱连续，则必有 {$«} C ： X ， 使 wMim ; r „ = a : 0 , 
I ^ C ^ n ) ― < P ( aro ) |> e >0(»= l ,2, …）.由中值定理，存在 r n 6[0, 
1], 使得 

0<«< 1 9? J —< p ( xq ) | = | F ( x 0 + r „( x B — x 0 )) Cx n — x ^) )• 
因为 {〜} 有界，紧，不妨设卩 Oro + hh - z 。)）— ％：?' 
于是 

e< \F(z q + r n (x n — xo) ) (x n —z 0 ) I 

<IyOn — 无 0 ) 1 十 II#Oo + hOn — x 0 )) ~y\ ||a: fl —arj —0. 

这是矛盾.证毕. 

下面讨论凸泛函的下半弱连续性. 

定义设叉为实賦范线性空间, OCX , 称映射 X * 是 
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单调的，是指对任何 x ， yeD ， 均打 

〈/(:)—/ ( 穸 ) ，怎 — 夕〉 > 0 ， 

其中〈: r % ： r > = a ：*0) 0 r * GX % rreJQ . 

设有泛函炉: r , 如果对任何％ yeo , 0<«1, 有 
平 (tx + (1 — t)y)<t <p(x) + (1 — t) <pQO, 

则称史是凸泛函. 

定理 3 设 X 是实赋范线性空间，％ X — R 是可微映射, fO ) 
== grad 炉 O ), 则/为单调映射的充要条件是炉为凸泛函，此时，炉 
必是下半弱连续的. 

证首先，设/是单调映射.对:有 
ttp{x) f (1 — 0^(^) — <p(tx- {- — 

_f (1 ( i — Qy ) 

1 — t 

I < p ( y ) — fpitz + d — Qy ) 1 ⑴ 

ft 

利用中值公式，易知存在使 （1) 式右边化为 

“1 — 右 ） [</ ir x x + (1 —rO 穸 ) ， x—y) 

+ 〈 / (i*2 怎 + (1 — 卞 y、 ， y _ :〉] 

(1~0</(1) — /(”)，无 一 穸>， (2) 

其中 | = ri or + ( X — t l ') y f fi = r 2 i x + (1— r 2 ) y . 注意 I — ?/= (q — r 2 ) • 
Or — 20, 根据 / 单调，得到 

</( l ) —/ 0?), z = ( r , — r 2 )〈/(!)—/ ⑻ f S - t )» 0 , (3) 

因此，由 （1),(2), (3) 即得 

( pitx^r (1 一尤 ）30=0 炉 （ z ) + (1 _ 名）屮 （20， 

即炉是凸泛函. 

反之，设妒是凸泛函.于是，对任意的 

十 d — Oy )- y ( y ) < y0c 〉— y(y) , 

t 


， v. • 5 s .V- - ^ - t '•fl- I . 
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令 Z ->0,得 


〈•f (y ) ，无 一 y> < 炉 O ) — 炉 (y) , 

同样地， 


</0)， y — xX * p ( y ) —< p { x 、， 
(4) 弓 (5) 两边分别相加，得 

<f(y) —/O ), 夕一工 ><o, 

亦即/是单调的. 


(4) 

(5) 


最后，当/单调时，对任 意的〜 由弱收敛的定义，有 
< f ( x ), x n - x )~^0 , 于是 

q>{x n ) —<p{x) = I* {f{tx n -\-{l~t")z) 9 x n — x')dt 

Jo 

= | 0 </(^n-f (1 —Oif) —/O) ， x n ~x)dt 


+ [ (f( x )f x n —z}dt^[ <J( 工）， x n —x〉dt —0, 
J o Jo 

故得 limyO n )X>)， 即炉是下半弱连续的.证毕. 

n 


5.3.3 最速下降法 

设 r 是陚范线性空间 Z 上的实值泛函，且在叉上是有下界的. 
现在，试图寻找 f ex, 使得 

<p(x*) :z= inf<p(s). 

zex 

如果这样的 w 存在，我们很自然地设想可以通过下述过程 求得: 
用某种方法构造出泛函的“极小化”序列 {〜}, 即取 {〜) 使得 

lim < p ( x n ) — inf 炉 (X). 

71 ，oo x€X 

假如 {〜} 收敛于某元素 f ,炉又是连续的，则铲即是问題的解. 

所谓最速下降法就是对充分广的一类泛函构造极小化序列 
{%}的方法. 
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设甿 X ，2^ X ，2^0, 我们把 

i ⑴ 

称 为炉在 ^处沿方向 m 的导数，记为 #0) .如果 #( 工）对任 

du 3 u 

意方向都存在，又设存在某个方向，使得沿这个方向的导数是极小 
的，这个方向就称为炉在$点的最 速下降方向. 

假定对每个$和《乓0, #0) 都存在，且对每个$都存在最 

速下降方向，此时极小化序列大致可用下面的方法取到：任取 
X . 假定已取得 h-o 泛函炉在“-:处的最速下降方向为〜，取 

江”为 

X n ~\ B n U nf (2〉 

其中 e „(>0) 称为下 降值， 在不同的情况下,。有不同的取法. 

现在，设 X 是賦范线性空间，炉是在 X 上处处强可微的泛函， 

于是 

盖⑻ = 〆 (:〉(# 

可见，泛函在 a ： 处最速下降方向的单位向量应满足 

妒 ’ 00( 穸 ）= inf 屮 ’<>)(«)• 

I V ■ _ 1 

但是 

inf 9 3， (^)(«) = — sup ( 一 〆 ( jOO)> = —D^C^OI, 

tt U B ^ 1 

因此，单位向量 y 是最速下降方向的充要条件是 

二一 S9 ?f (' r )ll . (3) 

当 X 是 Hilbert 空间时， ( p ，00 eX * = X. 因此， tp\x)(y) = 
— 即 （ y , ^ / ( r » = -[ 9 ? , ( x ) J , 此式成立的充要条件是 
一 〆 (；!：）与 y 同向，也就是说，一/( X )即最速下降方向.这时，对 






m 
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任取的 ar Q d , 取 

x \ ~ — （^ o ) ， 

于是 

< pOh ) — 炉 Oc) 二 〆 Oo) (a：!— a ： o ) -f oOi — z 0 ) 

二 一 el^’Oo) i 2 十 o(e). 

因此，总可取 G 使炉 OO <9^ o ); 然后，由; r ! 出发，同样取到 

使…，依次下去就可能得到极小化序列. 

定义设叉是实赋范线性空间，炉是 x 上强可微的泛 

函，如果 〆 <>()) 二 0,就称心是9?的 驻点. 

定理1 设工是实賦范线性空间，炉是 X 上的凸可微泛函 ，心 

是炉的驻点，则炉 Oo ) = inf >( 女）. 

y ex 

证对任何非零元 《 ez , 由中值定理，存在 o <0< i , 使 

<pCx 0 + u) —q>(x 0 ) — ^Cxo : 0u)u. (4) 

由 5. 3. 2定理3， 〆 是单调的，因此 

(p f (xo ~h 0u) u^q> f (ar 0 ) « = 0. (5) 

由 （4),(5) 及 w 的任意性，即得 

9?( r 0 ) = inf 9?( y ). 

rex 

证毕. 

下面讨论与极小化序列有关的性质，为此，先建立一个引理. 
引理1 设 X 是实賦范线性空间，炉是 X 上强可微的泛函 ， S 
是叉中一个凸集, L >0, 满足 

| 〆 (A) — 9 ?’ (ar 2 ) 8 <Z / IXi—Xil, x lf Xz^B 
则当 2 9 x r ueB 0+, 


钲 


妒 (ar + w )<90) + V ( x)tf + |[[ aJ * 
g?(x 十 《) = 9?( 怎 ) + f q/ (x + tu)udt 


♦ 
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— + +| (〆（《+<«) —<p\xy)udt 

«工) + 9 ?/ (工)《+|。 I 妒’ (X ~h t V )— 〆 (尤） u 1«1 

q >\ x ) uL \ u \ 2 | tdt , 

在下面的讨论中，我们设 X 为实陚范线性空间， p 是 X 上强可 
微的泛函，办 ei , 

{ a：l 屮 ( x )<9 Ka : 0 )} (6) 

是有界集， 

X n = X n ^ i-r € n U nf «=1,2, •- 

其中％ 是 T 在处最速下降方向的单位向量,％满足 

fp(x n ^i + € n u n ) = min<p(z n ^ i + tn n ). (7) 

t^Q 

定理 2 设 R ^ R ^ suplxUB^ixl ^||<^}, <p 满足 

I 〆<> )—<(y) IIk—yI, :, y^B (8) 

则使 (7) 式成立的 {%} 满足#(“)—0. 

证设 0< i < iT —札由 〜的定义及引理1 ,有 

<p(j ： n) <9 ? ( 怎》 -1+ ^n)^9 ? (^»-l) + itf r (X n ^i)u n 

由于〜是最速下降方向，故而 

bU —^ ph ) 、)— + ^ Lt . 

设 e 是任意正数 ， 《< minO,/T — 只).由 Q 有界及条件 (8), 得到 
{史(〜)}有界，又 {9(“)} 单调下降， 故 UnupixJ 存在. 当《充分 

大时， +00«-1)— fOdXe ， 于是 WO »- i)l < e ( 1+ T ^)* 
证毕. 

由定理2可见， 若 { x „} 存在极限点，则此极限点必为炉的 
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驻点. 

定理 3 设 X 是有限维空间，炉是 ( T 泛函，则最速下降序列 

{〜} 的极限点是驻点. 

证由于 dimX < + aD , D 有界，故 {〜} 必有极限点.设 y 是 
{〜} 的一个极限点，不妨设 〗 imM njk+1 = «. 对 6 > 0 ，记 

k fc 今① 

)= ~(<P(^n k + 仏 》* + 1)— 炉(怎 n t ) ) ~V (^n*)«»*+U ⑼ 

易见 limr nje ( t ) 存在，记为 r(t )，得 

Jfc -，》 

z 

因为炉是可微泛函，故 

limr( ^ ) = 0, (10) 

* 

由于 {〜} 是最速下降序列，由可得 

<pC^»*+l ) 十 ^n k ~ 1 + l) ^ ^Jifc+l) 

= 9? (jC n ^) t<p ( 怎 n fc ) + 1 + ’ r njfc ( 亡 ）, 

因为 i >0, 所以 

— f ’ O n )« nj ^ l <^~ OO njfc ) — + r n t (f ). ( 11 ) 

在 （ 11 ) 中令 k ~> co 9 注意到 lim ( 9 ? 0 „ 4 )— 9 P (; r „ i + 1 ))= 0 ， 

k 十义 

9 f ( X n k ) U nk + X = ~~W On fc ) i ，即得 

il 〆 ( y ) 1 =— 〆 (20 M<K O ， （ 12 ) 

由 （ 10 ) 及 （ 12 )， 得到 

< P ，（ y ) 二 Q . 证毕. 

5 . 3.4 泛函极值的存 在性: Palais Smale 条件 

在讨论泛函极值存在的条件时，人们由与最速下降法相关的 

1 

a •. ■ 


▲ 
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考虑，很自然地提出了一类紧性的条件,通常称之为 Palais-Smale 
条件，或简称为 （ PS ) 条件. 

为讨论方便，先给出一个关于抽象微分方程初值问题的解的 
存在性与唯一性的结果. 

定义设 x，r 均是陚范线性空间,如果对任何: r 0 e 
X ，均存在 6>0，[>0,使得对一切 ^ a ^ OOr 。，^)， 均有 

— /(怎2) |<幻怎广 r 2 S , 

就称/满足局部 Lipschitz 条件. 

引理 i 设 X 为实 Hilbert 空间，％ X—R 为 C 泛函，且有 
下界， / O ) 二 grad 史 (X) 满足局部 Lipschitz 条件，则对任何 x 0 ex, 
方程 

—/( r ), x (0)= x o (1) 

存在定义干 [0, + oo ) 上的唯一解. 

证对: ro 6 X ， 取6>0,反>0,使时 

ll / Ol ) — / (疋2) I ^^11 一怎2 I ， 

任取 O £>0. 显然， （1) 在[0,«]上有解 ; r ( t ) 当且仅当时， 
arCO^^o — f /(:( s ))< te .设 C ([0, a ]— X )为 [0， a ]— 叉 的连续映 

Jo 

射全体按范数 Ilk I = sup | ir(Oi 所成的 Banach 空间.对; 

([0, 《]— 叉），规定 

(-4 ar )( t ) = a : 0 — f f ( x ( t )) dl , 

Jo 

对 ; T ， 沒 GO( ； To, <5 )，有 

ill Az-Xo ikJ : |/(办))|办<1^+|||作。)||[1«, 
l \ Az - Ayl \^ Ka \\ x - y\l 
可见，只要 a 充分地小，满足 
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A 便是 6) 到自身的压缩映射.由压缩映射原理，4有且仅有 
—个不动点，即方程 （1) 在区间[0,0£]上有且仅有一个解 

现在，设解〆（）的最大存在区间为 (0, P ), 今证 t * = OD , 
由于史有下界，沿曲线: KG, 有 

^(3:(0) = ^W0)^(0--«/U( 0)1% (2) 

所以炉 UU)) 是 < 的下降函数，因此，炉 OrG)) 有界. 

对于 OCMCGCP, 有 

^\\ 2 由 <[f 二 »/<>(£)) II 2 * ] 1/2 (^-«l) 1/2 

H U r 3 1 1/2 

it J ( 右 2 — 名 i ) 1/2 
= [ 炉 OKM))— 炉 0rG 2 ))] 1/2 

因为 <pOr(t)) 有界，所以存在 M>0, 使得 

\\ xit 2 )- x { t x )\< M { t z ~ td 112 . (3) 

若 i*< + 00, 由 （3)，G~>P 时， {z(0} 是基本序列，且 1 im :(tn) 

与 {“} 的选取无关，设铲 =Hm<0. 

…* 

由于 /0 O 在 y 处仍具有局部 Lipschitz 连续性，由本引理第 
一段的证明方法，易知当3充分小时， 

~~ - /(30,:0*)=工* (4) 

在 M P | 上存在唯一的解，因此， （ 1 ) 在 (0, P 十<5)上存在唯一 

的解，这与 P 的定义矛盾.证毕. 

现在引出 （PS) 条件的概念. 

定义 设又是 赋范线性空间为 C 1 泛函 ，Oc=X. 如 
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果对任何序列 {a： n }CZQ， 只要{炉0„)}有界,〆0,则 {；r„} 必有 
收敛子序列，就称炉在 O 上满足 (PS) 条件. 

易见，上述收敛子列的极限龙必满足¥(^) = 0 . 

(PS) 条件的等价形式 为:若 9 为泛函， kOOkeQ} 有界, 
{9/(1)|此叩与原点的距离为0,则在泛上有点使得〆00 = 
0 . 

定理 1 设 x 为实 Hilbert 空间，供:叉― R 为 C 1 泛函，炉具 
有下界，且满足 (PS) 条件, /OOzgrad^CO 满足局部 Lipschitz 条 
件 ，则炉 必在某点 $ 达到 极小 . 

证 因为史有下界，故 c = inf>0)> — oo. 如果炉不能达 

到下确界 c, 下面来导出矛盾. 

首先，证明存在£>0,使 /0O 在集 

{x^X\q>(x}^c + e} 

内无 零点. 若不然，设有使得 /( x„) = 

0,由炉 o) 有下界及条件 (PS), {h } 有极限点显然， ( p ( x ) = c » 
即炉达到极小值 c， 此不可能. 

取0：。€{0：€叉|史 Or)<c + e }. 考察方程 

尝=— /( 工)， X (0) = x 0 , 

由引理1，上述方程存在定义于 [0, 00) 的解 x ( t \ 

同引理1的证明，由于炉有下界，且 

4炉0⑴ > = -1/(: ⑴)1、 

故 9^(0) 下降，从而 有界. 再由于 P(x) 有下界，故 

lim |/(ar ⑴ ） | =0. 

利用 (PS) 条件，当 G->oo 时, arCU 有极限点 t 且/⑻= 0. 

但因为炉(怎 U)) 单调下降， x 0 ^{xEX l<p(^)^c-he}, 所以， 
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怎(亡）6{成叉|史0)<0? + 6}，从而无满足屮 0 )<C + e ， 此与定义矛 

盾.证毕. 

§ 5. 4 Brouwer 度 

在非线性方程的研究中，往往需要估计解的个数.虽然,在许多场 
合中,解的个数并非稳定,即在小扰动下解的个数可能改变,但是， 
人们发现解的某种“代数个数”仍然是一类稳定的数量值，这就是 
所谓拓扑度的槪念.粗略地说，拓扑度是一个与映射/及区域 O 
有关的整值函数，它是 f 在 D 内零点”代数个数”的某种稳定的度 
量.1912年， Brouwer 对有限维空间中的连续映射用代数拓扑 
的方法引入了 Brouwer 度，19 34 年 Schauder 把这个槪念推广 
到无限维賦范空间中的紧连续场，建立了 Leray-Schauder 度. 
由拓扑度的方法，很自然地导出了 Brouwer 不动点定理和 
Schauder 不动点定理.现在,拓扑度理论已成为研究非线性问题 
的基本方法之一. 

本节将用分析方法介绍 Brouwer 度的定义及性质,它们是整 
个拓扑度理论的出发点. 

5.4.1 C 1 类映射的拓扑度 

先考察一个简单的例子. 

例 1设/是定义在区间 0,6] 上的连续可微实值函数，及是 
某个实数，考察方程 

f ( z)=p (1) 

解的个数.由连续函数的介值定理，当 /(«)—? 和 /(&) — P 符号 
相反时，方程 (1) 在 ( fl , 6) 中至少有一个解,但解的个数经过小扰动 
可能会变化.例如 
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fix ) = ar 2 + c = 0 

在（一 1,1) 中解的个数，当 C 由负变 0 再变为正时，解的个数由2 
变为1再变为 0. 

但若对 (1) 的每个解^陚予符号 sign /' ( Z )， 并考察它们的代 
数和（假定 / u ) =?时 r (0 乓 0), 

deg (/, ( a ,6), p )= sign /' Cr ) (2) 

/ P 

则可知它是小扰动下不变的.实际上 

j 1，当 /(6)>；?>/( a ) 时， 
deg (/， （ a ，6) , 20 = j — 1,当/ (6) <》< / ( a ) 时， 

I 0，当/⑻ 一 jp 与/ ( a ) — jp 同号时. 
在这一段中，我们将根据 (2) 的形式定义 C 类映射的拓扑度. 
为方便起见，先约定若干常用的记号. 

下面，对 ar = Oi ， …，:^云尺"，取 larll ^ maxlrril ; 用口表示1?" 

i 

中的一个有界幵集；表示万到的连续映射全体，对斥(7 
⑼ ，取 

|/| = max |/0)|; 

xeo 

用以⑺)表示 c ( s ) 的一个子空间， / ep ( 奶是指 / ecr ( 豆)，且 
存在/在一个包含&的开集石上的延拓/, /在乃上具有 p 阶的各个 
连续偏导数;对尺 p ( S ), 取 

! l / lli = supl / iCar ) I + sup 

r€0 x€Q CfXj f 

\< i<n l^i t j<n 

其中又记 

Jf(z) ^ det (^r) 

作为 (2) 的直接推广,先讨论非临界点的情况. 

定义 设斥口(7?),如果心 0)=0, 就称 Z 是/的一 个临界 
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点，临界点全体记为 Z f (Q) y 简记为 Z f . 

引理 1 设 /ec 1 ( 功， pef(z f } 9 则广 l (p)^{x\f(x )= ，}是有 
限点集 . 

证 若广 是无限集，由 I 的紧性可知，必有两两不同的 
点组成的序列 {%} CZD, 使得 /(“ ） = :? ， A—iP 。 , 于 是， ; ro67?, f(x 0 ) 
=P , 由此可知 

0 = f ( Xn )-~ f ( x 0 ) =尸0。） ( x n — Xo ) + oQx n — Z 0 l ) (3) 
但，所以 iToez,, 得到 J/Or。） 乓 0, 这就是说尸 (A) 是正则 
的线性算子，从而存在 e>0, 使 

lf(x 0 )a:\\^elxl, ar6R". (4) 

(3) 与 (4) 显然是矛盾的 . 证毕 . 

定义设 /ea( 万 ) ， ( 如 UA), 规定 / 在》点关于 D 的 
拓扑度 deg(/,jQ ， /0 为 


deg(/,jQ,p)= 2 sign 心⑻， 

x €/ ~ l ( p ) 

因为 2^/( 心 ) ，由引理 1 可知右端的和式只 含有限 个项 . 
如果用 J 表示恒等映射，由定义立即可知 


deg ⑽ ，叫 


这个性质也称为拓扑度的标准性 . 

定理 1 设斥 0( 万 ) ，； ? ？ /(411^2), 则存在 3>0 ,使得妗 
( 万 ) ， 1/— 扎 <<5 时，：扣），且 

deg O, D,p)=deg(f, Q,p) t (5) 


证先设/ 一 1 (?) = 0. 易知只要取 3 = 当! !/ — 分 li 

<< J 时,便有 


1< K *) — f 1>屯 V «6 万， 



§5.4 Brouwer 度 


403 


因此，= 由定义即知 

deg ( f ， Q ， p ) = deg ( g , Q , p )^0, 

一般地，由引理1可知,不妨设= …心}.现在，设 

法取正数 r , 使得 r ) 互不相交，且 geC ^ ( Q ) , 

<swu 9~ l ( v ) c : ( J 氏， irYiO 与每个尽的交集均为单点集. 

、 i ■* 1 

先取 r 0 ， l > r o >0, 使 r = r 0 时昃互不相交， B , D {2 Q UZ /) 

k 

= = …，幻，于是 ； re(J 昃时， |// WI >0. 由于(么 /), 

• - 1 

这是可以办到的.记 I 二 sup {〗/ M 0 r ) ||| 汝 (^昃}.由 ？ 百/(30), 

i _ 1 

k 

再取仏>0,使 I /— $^<5。时且 a ： e|J 艮时 ，I 

i - 1 

>0, \W^(x)\<.2M 9 

现在，在私中考察方程 

g(x)=f (6) 

的解.暂时记 a = 〜， z = a ：— a ， 贝! 1(6) 又可写成 

g r {a)z-\-g{z^-d)—g\a)z^p, (7) 

但 9 f ( a ) 是可逆的线性算子,所以⑺又等价于 

2 =[〆 ⑷ ]- 1 0— 分 O + a) + 〆 ⑷ 2] • (8) 

记 T { z ) =^ lg r ( ayy ^ p—giz + d ) + 〆 (<*) 2 ]. 今证当 r，d 充分小 
时， t 是"到自身的压缩算子.实际上，对由 5. 
1. 1定理1，可知存在使得 
\\ T { z )- T ( y)l 

=I 〆 ⑷ -1 [穿(名 + a )— 殳 (y + a )— 〆 ( a ) ( JS — y ) ] ■ 

< 1 〆 ⑷ ~ 1 BII [〆 咖 + (1 — 穿 + fl )— 〆⑷] O—20 1 ， （ 9 > 
又由于 r (0)= 〆 ⑻ _ 1 0— 穿 ( a )) ，故令⑼中 P 0, 得 
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II T {z) I ^ ： g l (o)' 1 j| (\g f i9z-\-d) —〆(<*) | |^J + \\p—g(<t) S) (10) 
取正数 r<r 0 , 使 zeO(0，r) 时， I 尸 (z + a,)— 

再取正数 A 使于是，由三角不等式可得，当时 

[y^K-lr, (ID 

\Tz-Ty\\^\z-y\ 9 (12) 

由压缩映射定理,方程(8)在_7中有唯一的解，由 （11), 实际上 
此解属于0(0, r). 这就是说， k—/h<03 时，方程! /00=P 在诸 
Bi 中分别有且仅有一个解. 

k 

取 e>0, 使 於7^ =万\(_] 昃时， \ fM ~~ P \> e . 必要时，缩小 

i - 1 

心使 xeT? 时 1/⑻一穿 ( X )||<‘ •干是, xeF 时， 

k k 

即有 s^OOc U 私 ， 又 U 私中没有 P 的临界点，故 

i - 1 i _ 1 

deg (g f O f p)= 2 sign (/ y O)) 

xes ~ l ip ) 

k 

=nsignJ/(a<) = deg (/, Q , f ). 证毕. 

i - 1 

5. 4.2 几个引理 

为了消除拓扑度定义中的限制，需要作一些准备 
工作. 

弓 | 理1 (Sard 定理）设 fee 1 ( Q ) , Mm (八心))= 0,这里 m 表 
示 W 中的勒贝格测度。 

证因开集 O 可用可列个闭正方体覆盖，故只要证明对每个 
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闭正方体 G Wm (/( Cn ^/))-0. 

设 C 每边长 z , #等分各边得个小闭正方体，其直径 



记 M^maxllfOr) II,又对任意 e >0, 取充分大的使小正方 

体 K 内任意两点; r 和％ 有 

II/ (ar) — / (a ： o )f (^o) Cx~-x 0 )t<e\\s: — Xo\\<Se, 

由此可见， /( 幻经平移得到的/(幻一 /(w+roro)% 与尤经线 
性变换 r Or。) 所得的 f ( xo ) K 两者对应点之间距离不起过 

设 K 含有临界点于是心(％) =0,因此 ，尸 Or。) 反是一个属 
于 ft— 1维起平面且直径不超过的平行体，/(幻一 /(W + fOoh 
包含在某 n 维柱体中，这个柱体的髙不超过2^5,其底为 n — 1 维 
平行体，每边的长不超过 M3 + 2e8 t 
由勒贝格测度的平移不变性，得到 

(Md + 2e6) n ~ l (2e8) 

其中4为常数.这样 

m ( f ) ( Z f C ) C )) ( N n m ( f ( K ))< Ae f 

由 《 的任意性，即得 (a nc) )=o .证毕. 

下面，记 G (万)= {/1 fec ^ (75), supp/czO} ;对《0^(75),记 

71 

divw 二其中第二个足标“， r 表示 R ， 是到 

R ro 的连续可微映射全体;记 G ( X t R m ) 是支集为紧的 C 1 (X，R, 
中元素的全体. 

t 

弓I 理2设 feC 2 ( D ) 9 veC l 0 ( R \ R")，suppz；n/(^)=0,_ 
存在使得. 
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(divw) Or ) 二 A o) • (divu) (/ Or)). 
证记乃中元的代数余子式为4 ㈤ ，作 

n 

«i O) = 2 w (f 〔 x )) 4 ( 工)， 


显然 ,(5 )，由计算得 


(divw) (or) = 0*0) /*，i (z ) 山 i (x) + 


2 〜 (/( 怎 )){“<<>)• 


因为 




再利用 Hadamard 恒等式 


琴 v 

产 0, 


⑴ 


即得 


(diva) (x) = 2 {x))Jf{x) . 证毕 • 


注 Hadamard 恒等式 （ 1 ) 的证明 
不失一般性，设《 =1 ，令 


Dj 


Uh … dh 

I 5*2/ j 9 怎 j+1 


H 9f n ,, 9f n 
dX\ dXj-i dXj +] 9x n 




把巧 中刪去 = 2, …, 幻 的列,而增加第一列得到的行 
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列式记为五 . 由行列式求导法则，得 

#^=2 (- i )"-%,+ S (n 

k<J k>J 

=交（一1 广 1 signG - ZOA *, 

Jfc -1 


于是 

2 心， J=s (-1) 川 5 ^ 尸 i2(-l) i+k signU-^E ik9 

i -1 « dxj 

由于 E n = E kJ ， signO *— A :) = — signO — 刃，交换足标 j，A 得 

n n 

U ， 尸一 9 tf 

i = 1 Jb « 1 

从而证毕 • 

弓 I 理 3 设 / eCJCR % R ), K = supp /, y ( s ) (0< s < l ) 是 
R n 中连续曲线，使得 + 则存在 

使 

( diw )( J ：) = /(; r — y (0)) —/(ar — V ( l )) • (2) 

证对 s , i 6[0, l ], 规定当 

/ O — v («))—/ O—v W ) 

是 Ci (立） 中某个 元的散度时， s 〜 r 易见这是 一个等 价关系.只 
要证明每个等价类关于 [0,1] 是开集，由 [0,1] 的连通性即知实际 
上只有一个等价类，从而证得引理.对 se [ o , i ], 今记 

K 9 ^{Jc + y(s)\keK} 9 f s (x)^f(z~y(s)) f h i = y(t)^r(s), 

则 supp / s ^^ K ^. 因反，是紧集， f ]^ p { K M9 3^)>0,所以存在 
忍〉0,使得 I 纟 一时 I I <~^7.这样 

K\ = {k + eh t \ keK s ， 0 < 6 < 1 } (ZQ. 

现在，定义 R , R B 为 
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fs (^- 0 h t ) d 6 , v ( x )^( F ( x )) h l9 

Jo 

于是， veC l ( R n f R n ). 因为 x - 9 h t eKM f s ( x - 6 h t ) -0, 可知若 

工 e (J ( 足,+郎山则 P00 = o , 从而 suppFcz 仄 i, ”e(75(77). 

0 <1 

于是 

71 nip 

(divv)O) = ^ ^O) 

(卜仇 ㈣ 

i = l 1 

=— L jgf s (x — Oh t )d0 

二 /s (工 — D 

这就证得 s 是等价类的内点.证毕. 


5.4.3 C 1 类映射的拓扑度 (续） 

这一段目的在于消除拓扑度定义中 vef ( z f ) 的限制,为此，需 
要把第一段定义的拓扑度表示成积分形式. 

定理 1设是连续函 
数,且满足 


d 賴⑽， ⑷ ㈣ ， 


則存在$。，当0<£<€ 0 时 


deg(/, Q f p)^\ <p e (f(^)~P) 

J Q 


( 1 ) 


证设广 Yp ) 二{七，…， M . 对充分小的 a ， 可以取到心在 
o 中的邻域 A 使得， fioo - oip , 〜)， i 二1,…， h 且 /U 是一对 
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—的，不妨 设〜足 够小，使 ( 且时 

\ i=i / < -1 

k 

J /( Z ) 乓0;再取 OOoCq ，使 jre * P \ [J R 肘， I / O ) — 》|>£。，于 

< — 1 

是，当时 

k 

supp 叭 （ /(O-WC/ KCK?, e 0 ))d [jOi, 

i = l 

从而 

f <Pe (/(^) < P t 

但 // 在每个 A 中符号不变，故 

<p t (/O )~P) signJ/Cdi) i <p t (y)dy 

JOi j k e 

二 signJVOO , 

因此 

I 少 *(/00 —p) 心 O) 办 =tsignJ/Oi) 

Jo t = i 

= deg(f，fl，/0. 证毕. 

定理 2 在/^\/(3卬的同一连通分支 

中，而且都不属于 /(A) ，则 

deg(/,^, -deg(/,^,? 2 ). (2) 

证⑴先设/€0(万）.若您是 W\/( 如）中含有 LA 的 
连通分支，任取必中的连续曲线 vO)(0<s<l) 使 v(0)= 凡， 
v(l) = ?2 - 取〜>0,使得 y 的6邻域含于仍，再取 £<fi， 及相 
应的炉 e, 使 deg (/， h) 及 deg(/, ?2 )均可用 （ 1 )式表示.显然 

{么+ v(s) | z6supp^„ 0<s<l}d 奶， 

由 5. 4. 2引理3,存在 veCl (涵)，使得 
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(divt0O) = 9*O—A) — — 凡）. (3) 

因为 jec 2 , (supptO 门/(3仍=0，由 5. 4.2 引理2，存在 
(汀)，使 


(divtt)(r) = J f (x) (divv) (/( 工 )） • 
利用定理1，由 （3), (4) 两式可得 

deg(/, a(/ 0)—h) J/O ) 办 

J O 


(4) 




» A 

(p € (f(^) — Pi) J f (x)dx+ J s (x)(di\v) (f(x))dx 

Jo J Q 

deg (f,Q, Pz)^ f (diva) {x)dx^ deg (/, D f p 2 ). 


D 


这里，最后一个等式是散度定理： suppwdfl 时 (divu)(x)dx 


D 


的结果 . 

( ii ) 设 / ecHl 5). 取 {/„} c = c 2 (5), 使 l / r / lh — o . 同上取 
连续曲线 V 连接凡，？2,记 P ( V ,/( S ^)), 则3>0•当 »/-/ m | l 1 

时，有 P ( V , / m (犯)）>|丄因此，〜不仅属于把\ 

/(3 G ) 的同一连通分支，而且位于 /? n \/ m (3 i 3) 的同一分支.利用 
定理1及 （ i ) 中〖正得的结果，即得 

deg (/ ， p】） = deg (f m ， ^tV\) = deg Cfm* ^> V%) 

= deg(f ， D ， p 2 ). 证毕 . 

现在，我们可以引入如下定义 

定义 设 / ec 1 (万)，成 /( 犯）.任取 ㊉ /(%), 使得 b—w 
< P 0,/(3 i ?)), 规定 

- I 

deg (/, D, p) = deg (/, Q, q ). 

注 意：由 Sard 定理，对任意的 r >0, 0{^、\似柄0.叉 
显然可见 R n \/(^ G ) 中包含？的连通分支包含球00, p ( p f 
/(3 fl ))), 从而由定理2,对满足及 k — H < P ( y ，/(3 Q )) 
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的 2， deg (/, Ag ) 取值相同. 

在进一步把拓扑度的槪念推广到连续映射之前，还需要讨论 
C 1 类映射拓扑度的若干 性质. 

定义 C ^ Q ) 中函数/和分的一个 C 1 同伦是指映射 
Hi ^ x [0,1]— R ", 这里，丑* ix ^ H { x 9 «) 满足 H t ec l ( i 7)(0< 

«< D , H 0 二 时|丑,一仏 L — O . 

定理 3设 /eacU )， 则 

(1) (1%(/，认*)在/^\/(3卬的每个连通分支上均为常数; 

(2) 如果 pefOO), 则存在 s>L y 使得 I/— 4<右时 

deg (/, D , f ) - deg ( g 9 Q , f ) • 

(3) 设丑 O , «) 是 / 和 p 之间的 G 同伦， Rp 否 t ) 

( vze [ o , i ]), 则 

deg (/, Q , f ) = deg ( g , Q , f ) - 

证 （1) 由定理 1 及类映射拓扑度的定义即得. 

(2) 记 v = 〆 ，， fOO )). 由 Sard 定理，可以取到？,使得 

k - pi < j - r ?^ e /( z f ). 再由定理 1，取 使得 «/— 

时斤>(4),且 deg (/, D , q ) = deg (^, Q , g ). 如果 则 

b — fO)l — I / O )— 7(>)11>^7, 

因此， ？ 和 2 既在 R n \/(3 fl ) 的同一分支中，也在 R n \ g (3 J 0) 的同 

一 分支中，从而成立着 

deg (/, p ) = deg (/, Q , q ) = dcg ( g 9 Q 9 q ) 

= deg ( 穿 ， • 

(3) 由 （2) 可知，整数值函数 deg { H t9 ^3，？)是[0, 1] 上定义的 
连续函数，故必为常数.证毕. 
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5.4.4 连续 映射的拓扑度 

设 / ec 7( S ), pef (9 D ). 记 v =/ j ( p , fidO )). 对〜 
口(功， 当 I/— 时，考察! ^ ，力的 c 1 同伦 

易见，对 teio , ll , peff t (90} .由 5. 4. 3 定理 3 的 （3) 可知 

deg ( g i 9 D f p ) =deg ( g Z9 D , p ). 


由此，我们引入如下定义 

定义设 fec ( Q ) 9 pefOQ ) 9 取妗0(豆)，使得 I /— 
p ( p ，/(3 Q )), 规定 


deg(/, Q,p) =deg(^, Q t p ) 9 

称为 / 在》 点关于 O 的 Brouwer 拓扑度. 

注意,在上述定义中，可以取到 t 使 peg ( Z ff }. 

实际上，如记 r /= P ( P ,/(3 fl )), 先取 A 0 T ( 奶，使 1 /-AK 

~ yf , 于是 P (?, h ( 9 Q ))> j - 7 j f 再取免，使得 b — 利兑吞 
h ( JLk ). 令 p — 3，便有 

1/ 一夕 — M + il > — ^||<7?. 

这样， 〆 工）=夕，当且仅当 *0) = 2, 对这样的 A 
o , 因而 

为了说明上面的结果适用于任何有限维陚范线性空间，只要 
证明下述定理. 

定理 1 设 fecC^), P 百 fpa ), 则在坐标的非奇异变换 
下, deg (/, O , l 0 不变. 

证设坐标变换由 C 1 类双射史给出， < pup ~ 1 ( TT )^ O p 与 
人 ，处 处不为 0. 用 y 记新的坐标变量，又记 
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f*{y) = <p~ l ofo(p{y) f 

由复合函数求导法则，当时 

(/*) ， (y)-(^'0 ， (/(^(y)))of((p(y))o^(y). 

因此，若记 x ^ q >{ y ) 9 由于 J ，， J V 同号,所以 

signJ/*(y) =signJ/(x). 

由定义即得?》奇( A) 时， 

deg(/*, gr l ( U )， 屮- 1 (?)) =deg(/, 

对 f 6 cTi )、\ CHHmv ^ Uz f )， 只要取适当的夕0^(万)及 

穿可 (D 分別逼近/与 p 即可.证毕. 

5. 4. 5 Brouwer 度的性质 

先建立两个引理. 

引理 1 设 /6(7(5),/^/(^2),如果 I/ — 

那末 

d^g(g 9 Q,p)^deg(f, Q f p). ( 1 ) 

证由条件可知 P 故 degd fl ， p ) 有意义.取 
Aecui?), 使得 

II 无—夕 II 十 II 穸 —/ll<p ( 沪， /( 扣))， 

于是， P—/l<P(》，/(3P)). 由定义即得 deg(/, 认? 0=4eg(t 
又由于 p(hK3C))<p(J^(^3)) + ||/-i7|, 所以 

从而还有 deg (穿 ， ?)=deg ( k 9 Q 9 p ). 从而，当 |/— 穿|< 

P ( A /0 O )) 时,成立着 

deg ( g , Q , v )^ deg (/, Q 9 f ), 证毕. 

引理 2 在 R n \/0 fl ) 的连通分支上, deg (/,^, •) 是常数. 

1 

证设您是 R n \/ PQ ) 的一个连通分支，仏， p 2 e ^. 取奶 
中的道路 vOO , 0<5<1, V 连接 h 和朽，再取夕使得 
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l/-^l<p(y[0,1]),K3Q )), 于是 deg(/, ^dQg(g,Q f Pi) 
(i = l, 2), 但 h 位于的同一连通分支之中 ，由 
5.4. 3 定理 3 的 （ 1) , 得到 deg ( 分， 仏 ） = deg ( 《， y 2 ) ,所以 
deg(/, Q f p x ) =deg(/, Q, ? 2 ). 证毕 . 

我们再叙述一般的同伦概念. 

定义如果 x 和 r 是两个拓扑空间，连续映射 f 称 
之为同伦的，记做/ 〜心 是指存在连续映射丑: [0, I]xx—r, 
使得 

H (0, x) HU, 2) ~g(x) 

对一切 rrex 成立.此时，也称 H 为 / 和 p 之间的一个同伦或同伦 

变换. 

现在来证明关于 Brouwer 度性质的基本定理. 

定理1设/^^瓦^斤/^奶^吨仏认妁具有下列性质： 
(D0 标 准性： 若妗认则 d e g(/，i3,：p)=l ; 

(D 2 ) 可 加性： 若比 ，%是含于 i3 中的两个互不相交的开子 
集， l^/C^ ACAUA )), 则 

2 

deg(/, Q , p )= 乏] deg(/, 兑， p) ⑵ 

( i > 3 ) 同伦不 变性： 若、 cq « i ) 凫 cem 中的一个同伦, 
p t (0<(<1)是 R” 中一条连续曲线(0<«<1),则 
degd ⑹恒为常数。 

证（趴）由定义即得. 

今证 ( z> 2 h 取 gee 1 07 )， 使 么) ， 且 

因为所以⑹ 1UD2) (i = i， 2)，于是，史百 
穿(3认），且; re"^ 时 

lf ( x )- g ( x )\\< p ( V J ( 9 Q i )) (i = l,2), 
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故而 deg (/， 仏，^0=如§(穿，从，》)对 i = l ,2 成立. 于是， 
deg (/, D , p ) - deg ( g , Q , p )= 2 sign 心 O ) 

x€? _1 CP) 

="2 S signJ / x ) 

/ = i xes ^ l < p)(]oj 
2 

= 2 ]deg (夕， Oj , p ) 

1 

2 

= 2 ^deg 

i = 1 

再证 0> 3 ): 考察 [0,1] 上定义的整数值函数 f h ~+ dega f ， fl , 
20. 今证这个函数在 [0, 1] 上连续，实际上，对 “ e [ o , 1], 取 
<5 i >0, 使 U — 〖。|<(5,时，仏与九。在11 # \\。(3切的同一连通分 
支上，由引理2得 

deg(A (o , .0, Tiq) — deg 口， Pt) • (3) 

记 Tj ~ p (3*^)) ，取占2〉0,使 I fI 时 P ( P *， 办 *。(3^)〉 

再取正数使时 III 一 此时, 

由引理1 


deg ( k t , Q , p t ') ^ deg ( k iQf Q , p t ). (4) 

由（3),(4)可知，当|<一“|<<5时 

deg (htf ^9 Vi) ~ U^t。，Q ， Pt。) ， 

但是， [ o , 1] 上的连续整数值函数必是常数，这就是 ( Z >3>. 证毕. 
由定理1可以得到 Brouwer 度的一系列性质. 

系1 (切除定理）设 i ^ C ( Q ) 9 v ^ f { dQ ) f 闭集瓦(=万，且 
，？/([)，则 

deg (/, <0 ,》）= deg (/, D \ K , f ). (5) 

证在 ( D 2 ) 中取4 =仏0 2 = 0即得 deg (/, 0, P )=0 .再在 
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0> 2 )中取 Qi = Q \ K ， Q 2 = 0, 得到 

dcg(/, D } p ) =deg (/， Q \ K , p ) 十 deg(/, 0, 及） 

= deg(/, G\K,p). 

系 2 ( 区域分解）设斤(7(万)，?^/(30)，如0=1100其中 
{DJ 是有限个互不相交的开集，则 

deg(/, Q f p ) = ^ deg(6) 

* 

证由 0> 2 ) 递推即得. 

系 3( Kronecker 存在定理）设 /6 C (刀），夕？ /(3D), 而 
且 deg(/， Q ， p ) 与 Q ，， 则存在 qEQ , 使得/(幻 =?. 

证在0> 2 )中取认 = W=0, 即得？？/(万)时 deg (八 r?，p) 
-0, 因此， deg(/, D , :?)#0时， pef ( D) f 但 i^/(3D)， 故 

]>ef (Q) • 

系 4(PoincaM-Bohl 定理）设/, 9 ^ C { Q ), 对任意的 
线段 i /0)+( i — Oi70O(0<f<i) 不包含 ％则 

deg(/,i?,y)=deg(^, D，fh (7) 

证取 h t (x) = tf(x)-{~(l — t)g(x) (x^Q, 0^t^ ： l) f p t ^p 
(0<«<1),由 （D 3 ) 即得. 

由系 4 又可得到 

系 5( 边界值性质）设/,#(?(75),且在上/=分，史吞 
f (3 口），则 deg (/ ， y) = deg ( 夕 , Q 9 p)- 

系 8 设则对任何 q eR % 

deg(f ， G,p)=deg(f — q ， Q ， p_q). ( 8 ) 

证取 h t (x)—f(x) — tq (x6i5, 0^^ ^1), 

(0<t<l), 利用 （Z) 3 ) 即得. 

由于切除定理，我们可以对 fid 的孤立解引进指标的 
概念. 
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设 /0?(— D )， 々是 = 的孤立点.设欲是％的与 

的交为空的开邻域全体.由切除定理可见，％, 
时，" 1 \}V z ^M y deg (/, ? )二 deg (/，R U = deg (/, 

U 29 P)- 由此，规定方程 Kx)^p 的孤立解以的指标为 

P) =deg(/,?7^), Ue^. 

定理 2 (1) 设/«7(3),1^/(3卬，广 W ) 为有限集，则 

dcg(f 9 Q 9 p)= ^2 i (/, a, v ). (9) 

£!€/](，） 

J % 

( 2 ) 设 々⑷乓 0 ,则 Ki > ，: ?）= (— l )% 

这里 v 是 f («) 的负特征值按其代数重数计算的个数. 

证 （1) 设疒乂的二化，…， a ； J ， iV 山’ = 1,…， A ) 为化的互不 
相交的邻域, deg (/, N it p) = i(f, a i9 p ). 由可加性(久）及切除定理 
易知 （1) 的结论. 

(2) 由假设，线性算子 f ( a ) 可逆.设 f («) 的特征值全体为 

…,; U , 则 乃⑷ =々•••々•由于复共轭特征值成对出现，所以 

sign J/(a) = (一 1)% 

从而《•(/,»， y ) = sign 乃⑷ 证毕. 

下面，我们来研究复合映射的拓扑度与/,夕的拓扑度的 
关系.先引入一个记号.由引理2,在 R n \/(^2) 的连通子集4 
上, deg ( f , fl ,0 是常数，今后用 deg (/, G , 4来表示 deg (/, fl , 
?) - 

定理 3( 乘积定理）设 /ec(i7),/) 是包含/(功的有界开 
集， A=D\f(dD) f △,(《二 1, 2 ，…）是△的诸连通分支.如果 
gee (5) , P^g(f (9Q))\Jg ( 如 ) ，则 

deg (gof 9 ?) = 2 de ® (9, V) deg (/, (10) 


证由于紧集厂 1 (?) 被互不相交的幵集乂所覆盖，所以只有 
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有限个、含有厂 1 00的点，由 Kronecker 存在定理， （10) 式右端 
实际上只有有限项. 

对任意的 i f 9 Ai ( Z ^( Z 9 D \ Jf ( dO ), 由假设可知碎 《(3A 山 
所以 deg(LA 0 p) 是有确定意义的. 

(«) 记 {2^D|deg(/，D，y) =/：}，显然， 

W k = U { Ai \ deg ( f f D, A f ) = A：}, (11) 

(10) 的右端可以改写为 

2 deg (y, Aj, v) deg (/, O, A^) 

j 

= 2 2 deg ( g , A Jf f ) deg (/, Q f Aj ) 

= ( 12 ) 

k 

由前面的说明可知，这里的和式仅含有限项,最后一个等式成立是 
定理1系2的结果. 

W 因为所以与 /( 如）互不相交，取 
使得 

i/(^)-/(^)i<p(r 1 (?),/ (如 )） ， a；eS~, 

所以 

deg(/, Q,y)=deg(/, D f y ) 9 yeg ~ l ( p '). 

记亦 fc={2^D|deg(f, fl,20 = 于是 

{deg(/, Q , y )= k \ y ^ g ~ Kv )} 

= {deg(/, Q 9 ^= h \ y ^ g ~ l { p )} 

— g~ x iv) fl 南 p 

因此厂七）门由切除定理便得 

deg 以， TT^^^dcg ( g f W k n ^ if p ) 

^ deg { g 9 W k 9 p ). 

再取 dec l { D) f 使得 igof ) (幻。 $), 且 


(13) 

(14) 


( 15 ) 
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m^)-9(x)\\<p(p 3 g(9D) \ Jg - f { dQ)^xeD (16) 

这样， pegofOQ ). 由于 3 T ^ c :/(3 D ) u ^»， 故而 
gofOO) u 9 (?D) ，由 （16) 即得: r 65 时 

U{x)-g{x)\<p{^p y g{dW k )) 9 

从而 

deg (义 W k ,p)= deg {§, W ky p). (17) 

由 （ 12), (15), (17 ) 得到 

^]deg(sr, A^^degC/, D, 〜 =^]Adeg ( 夕，依 *,?)• (18) 

j k 

(c) 现在证明 

deg(ffof, ^,y)=deg(^o/, Q,p). (19) 

令 /*0)= (l — G /0) + z /0) 考察同伦 gof tr 

由 (13) 可知 p ( g ^( p ) 9 f t ( 3 Q ))>0 (0« <1) , 因此 gof t OQ) f 

由 0>3) 得到 

deg(y。/, Q ， p) =deg(^o/, D,p). (20) 

再考察同伦^。/=((1 — GP + 0)。/ (0<^<1),类似上述推理, 
得 Phof ⑽)， R 

deg(gof f D 9 p)=deg(gof, Q,p). ( 21 ) 

由 （ 20), (21) 即得 (19). 

( d ) 为完成定理的证明，由（ 6) 、 （ c) 可知，只要导出 

2 * de g (心 ％, ：?) = deg (§of 9 Q 9 p) (22) 

it 

即可， 注意到斤 0(5), pe 9 of ( gQ ){ jpo ^ k ) 9 P e 
QofUzUTh 因此可由口类映射拓扑度的定义直接计算.为方 
便起见，以下略去符号“八”. 

deg(gf 。 / ， Q f p)= 2 sign [心 (/(a：)) 心 U)] 

工€广 墓 （？ m ) 
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signJg(y) H signJ/O) 

9£9^ 1 iP) 

= 2 si g n A(20deg(/, Q,y) 

peir l (p) 

= 21 S ksign J g (y) 

i 9e9^(p)nw k 

^ J ^ kdcg ( g , W k 9 p ). 证毕 • 

k 


§ 5. 5 Leray—Schauder 度 

人们自然希望把有限维空间上连续映射拓扑度的理论推广到 
无穷维空间.遗憾的是，早在1936年， J.Lemy 已举出反例说明 
对无穷维賦范空间的连续映射， 一 般无法定义具有性质 （ M )， 
(/> 2 ), 0> 3 )的拓扑度. 

本节讨论形如 / — T 的映射，其中 J 是恒等映射，： Z 7 为全连续 
映射,并用有限维逼近的办法，对这类映射建立拓扑度的理论. 

5.5.1 全连续映射 

定义 设是实陚范线性空间， ocx , 如果映射 
Y 是连续的，且对 O 中的任何有界子集以⑷是 1" 中的紧集，则 
称 T 是 全连续映射. 

在线性泛函分析中， P . Enflo 构造出一个紧线性算子,它不能 
用有限秩线性算子一致逼近.但是，对非线性映射，仍然有如下 
结果. 

定理1 设 X,r 是实陚范线性空间,有界集 r 
为全连续.对任何^>0,必存在连续映射 A : D ^ Y , 使 ( O ) 是 
有限维空间，且 



\ Tx ~ T e x]<Ce ( x ^ Q ) . 

证 因为 M 是紧集，故必存在有限个〜 i==i, …, 

N 

N ， 使得 TOclJOOoe). 对 ^1，•••,#，汝幻，规定 

i = 1 

rrii ( x ； e } ==max{0, £ — \\ Tx — Vi \\} 9 
叫是: r 的连续函数，且对固定的; r， 必有某叫（2：:£)>0•记 

N 

wOr; e)=^m i (x ； e), 作算子 

i = i 

则乳是连续映射，几 D 被包含在由张成的有限维空间 
之中.注意到一 7^nyv<0;e) = l， 且仅当 UTar—v*||<e 时 

s) # = l 

rrii 0;e ) 乓0,所以有时 

\ Tx - T t x \= < e . 

证毕. 

设用记 D 到 X 的全连续映射全体. 

定义设 QC1X, 映射 A: [0, 1^K(Q) $ 如果对任意给定的 e 
>0和 O 的有界子集為必存在 d^6(e f A) >0,使得 

UHt))(x)-(his)X^)l<e CxeA 9 \t-s\<d ) 9 

则称 A 是 D 上的紧 同伦. 

紧同伦的概念将用于 Leray-Schauder 度性质的讨论. 

5. 5. 2 Leray-Schauder 度的定义 


为了定义 Leray-Schauder 度，需要借助于 Brouwer 度的简 
化性质，它反映的是如何将髙维空间的拓扑度转化为低维空间的 
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拓扑度. 

下面，对 m<n, 把®^ 视为 — 

引理1 (简化定理）设 m^n f Q 是 R» 中的有界开子集，炉是 
'^到 Rm 的连续映射，映射 R« 为 

»■ ■ 

f(x) 二 x+ tp(x)，x^：Q 

记 二 R m n D j -= /1R、i 如果 P^R m \f idQ) , 5!IJ 

deg(/, D,p) =deg(g, D m , p). (1) 

证如 fl ro =0，：pe/aj), 则 （1) 式两边均为零.设 D m _0, 
giD^-^R^ 因 2(R m nD)C=R m n 30, 因此》 e 穿 QD m ), 从而 
(1) 式右边有定义.如果 f(^) = p ，那末 炉 OOeR m , 于是广 1 
(p)CD m ，从而厂 1 (梦）=：^00. 

先考察 <ped9(z,) 的情况.此时 

deg(/,fl, ?) = U signJ f (x\ 

x^f-HP) 

注意到 

=det C?) 

因此， 

t 

deg(f,D 9 p)^ 2] signJ/x) = deg(^, D^,p). 

xe 9 

对一般的 炉 ，取 R ) = …， w ), 如 = 0 (j = m + l , 
…， O 使得令 = (“…，令 I *) 满足 

”0) —9?0)|<yo0,/0fl)), x^Q 9 

记 /0)= ar +^>)， 得 

i!/(r)-/(x)!|<p( ? ,/ {dQ)) f x^Q 9 (2) 

垛夕二 /U ' 因为广 七)匚饥(夕(幻 )）=0, 故只要对旁作微 
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小平移，除了 （2) 式成立外还可要求 

K 购)， 

因此， deg (/, D,^=deg 由前半部分的证明即得定理 

结论.证毕. 

现在逐步来定义 Leray-Schauder 度.以下设 X 是陚范线性 
空间，0是 X 中的有界开子集， h 形为 /=/— 其中 T 为 
全连续 ，设？ 

记 r = 先证 r >0. 

若不然，存在使°°).由 T 的紧性， 
{ y 〜} 有收敛子列，不妨设即是 {7^} 自身.若化„—%则 ye 風 
且; r „ = 7 T ; r „ + /0 „)->y + h 因而但由连续性 ， y = lim 

TxfTO + p ), 所以 = p , p ^ f (9 D ) , 这是矛盾. 

其次，取 e , 使 0< e < r . 由 5.5. 1定理1,存在值域为有限维 
的映射; r “75-> x , 使得 

\\Tx-T t x\\<^^^- 

记 L , = span {^. ( Q ) 9 p } 9 Q e = Q (] L , 9 

/•(x) = ar—K :)，xED 

于是， A 是夂中的有界开子集, A ； Q , C ：3 D , 这里是仏在 
中的边界.易见九（氙） CL ” 当於扣时 

> r — e >0, 

因而 deg (/,, 有意义.如 D * = 0， 则 deg (/ 8 , Q ey f ) = 0. 

下面的引理 2 将证明 deg (/,, Dj ) 与 f 无关，由此可以弓 I 入 
如下槪念. 

定义 设工 为实赋范线性空间， O 是 X 中有界开子集，/ =/ 
- T , 其中 X 为全连续,对任何 0< e < p ( y ,/ 
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<3卬)，设7\:力—X是值域为有限维的映射， 

|| Tx~T e x\<ie, x^Q f 

记 A = span{T e ⑼， p }, Q e = Dr ) L t ， f t = / —T” 规定 

6cg(f,Q,p) =dQg(f„Q e9 p). ( 3 ) 

引理 2 deg(/,D,/0 的值与八的取法无关. 

证 设 A 是满足定义要求的两个值域为有限维的映射, 
相应地规定从，/«， /*» 如上，令 ^ = span{Zy # , ^<?}> 

= OCiL M . 由引理1,得 

deg(/ e ,D r ,^)-deg(/ ( , ^,y),) 
dcg ( f n , D Tlf p )= dQg ( f nf Q tt 9 p ),) 

考察同伦 
则有 

lh t (x)—f(x)\\^.t If 乂工 ) —f ( 工 )1 -h (1 — 0 1//*^)— /(^)1 

<te+(l — t)r]<p(p,f(9D)) f 

故当3:63^时 

lAe ( x )— ^|^||/( j :) — y I — ][/(2：)— A ( (^) I >0, 

从而 

deg(/,, Qa ， p) =deg (f n , Q m 9 p), 

由此及 (4) 即得引理结论.证毕. 

5. 5. 3 Leray-Schauder 度的性质 

现在证明 Leray-Schauder 度保持 Brouwer 度的基本性质. 
定理 1设X为实陚范线性空间， D 是X中的有界开子集，/ 
R 其中 h;— X 为全连续， (3 D), 那末， deg(/,fl,p) 

具有如下 性质： 

(£M 标准性 若 则 deg(/， i3 ， p) =1; 
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(1) 2 )可加性若 d 2 为中的互不相交的开子集, 

deg (/ ， ^,i?)=deg(/, Q u p) +deg(/,^ 2 , f) (1) 

( D 3 ) 紧同伦不变性设 A 是 D 上的紧同伦, 

[0,1]—X 连续，则 4 印 (/ 01 0,;0 与 < 无关 . 

证 0^) 是显然的. 

证0> 2 )记 Do =^5\( AUD 2 ), 则3^/0?。)， 且仏是 闭集. 
今证 / ( flo ) 是闭集.设 y #/ ⑷。)， y n ->yo ( n -> oo ) .取 使 

= /(“)， 即饮〜)有收敛子列,不妨设为自身，即 
设 yi , 于是％ +気 但仏是 闭集，从而如 + AeO 。， 由 
/的连续性得 ^ = 

由于 pef ( Do ) f 因而存在 e >0, 使 

inf||/(x)-|?||>e. 

x€ ： O q 

取值域为有限维的映射 ，使 

sup\ITa: — T e xl<e. 

x€D 

再取九如定义所述.注意到 pe 9 n t \ jdQ Zf 由拓扑度定义 
即得 

deg (/, Q f f) = deg (/„ Q fl L e9 p ), 
dcg(f,Q if ji) ^deg(f e9 QiCiL e9 p) (i = l,2), 

由 Brouwer 度的可加性及 ^^/(0。门！0, 得 
deg if t f ^ n L t , 2 ?) = deg (/„ Q x f]L t ,p) +deg (八，门 少) ， 
因此 

deg(/,^,y) =deg(/,D 1 ,y)+deg(/,fi 2 ,|))* 

证(/ > 3 ) 由定义易见，若令 {?(>) = / O ) — P ， 则 deg (八 P , p ) 
= deg ( g , Q f 0 ) f 因此，不妨设 
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我们断言存在 r>0, 使得 

11/((^)—2 s II >7* (x^ ： dO f (2) 

若不然，则存在{^1«= 1,2, -}( ZdQ , {^„}C[0,1] 使得 

\ ftS X n ) -卩 li < j . 

不妨设 

t n ->r,h(r) O n )->y, 

注意到 A 是 O 上的紧同伦， {^} 有界，故 

\y^h{t n ) (x n ) ||<j|^—A(r) (r„) fl + IA (r) (.x n )—h(t n ) (x»)I 

->0， 

从而 

^n~/l„(^n) —P^rh(t n )x n + p-^y + ^ 

但 X n ^ dQ 9 因此 得 

ftiy + f) + J3—lim^(^ n ) (x n ) = 史， 

这是矛盾，所以 ，（2) 式成立. 

现在，规定如§(九，0,/0=(^(/ < ,0,|0时 5 〜<,显然，这 
是 [0,1] 中的一个等价关系，易知只要证明每个等价类均是开集, 
即知 [0,1] 仅含一个等价类，这就证得定理.对 re[0,l], 设 r 满 

足 (2), 取 e 使 OCecjr, 对应于 e, 取定义中出现的有限维空间 

4 

L t 及映射 A, 0)，有 

[A,(r)(x)—A(r) (x)||<^-r {x^Q) 9 (3) 

由于 A 是紧同伦,所以存在 <5>0,使得 U —r 1 <<5时 

IKr)0)—MOOOI<+r O 硕). ⑷ 

由 （3)，（4) 得 
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\h(t)Cx)~h t (t)(x)\<YT (1^ —r| <5, xED), 

因此，在拓扑度定义中，可用 Mr ) 作为 MO 的逼近元，即 

deg (/,, fl , 史）= deg ( I — k t ( r ) 9 Of ] L t , p ) 

=deg (/ r ， 口， p ) ， 

这就得到 r |<6 时，£〜 r . 证毕. 

注意到 5. 4_ 5 定理 1 的系 1—6 是由 Brouwer 度的性质 ( A ), 
(仏）， （ A ) 直接导出的，现在我们已对 Leray-Schauder 度证明 

了 （ A ), (仏 )，0> 3 ),可见只要重复听4的证明即能得到那些事实 
对 Leray-Schauder 度成立. 

记 Z ,( fl ) ={/|/ = /- T , TeK ( O )}. 

系 1( 切除定理）设幻），闭集瓦 df , 且 
p 豆 /( iQ , 则 

dtg ( f , Q , p ) = deg(/ f Q \ K , p ). 

系 2( 区域分解）设扣)，如其 
中是有限个互不相交的开集，则 

deg (/, =乏 ] deg (/, 幻 <, p ). 

» 

% 

系 3( Kronecker 存在定理）设(万 )， 1 ^/ (9 Q ), 而且 
deg (/, p ) 与0,则存在 使得 f ( q 、= p . 

系 4( Poincare - Bohl 定理）设/, g ^ K , ( Q ) 9 对任 意的成 
90, 线段 tf ( x )+ ( l - t ) g ( x ) (0<«<1) 不包含久则 

deg ( f , D 9 p ) ^ deg ( g , O f p ). 

证设/ = /— ，作同伦 

h ( t )( x)=(l — t ) T 1 ( x )^ rtT 2 ( x ) { xea 9 0<《<1) ， 

则 A 是 D 上的紧同伦. 

当 z ^9 Q 时, Mx ) 二 U — A ( t ))0)= (1 — 0/0) + 000, 所 
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_ __ _ __ _ * _ r . 

以 pef t ( 9 D ) ( o<z < 1 )，根据紧冏伦不变性，有 

deg(/,^,p) =degCg 9 Q 9 p). 证毕 . 

由此，可以得到 

系 5( 边界值性质）设 geK l (Q) 9 当 K 如时 /(>) = 〆 工 ), 
且 pef (3D) ， 则有 deg (/, A p) = deg (a 

系 6 设则对任意的 

deg (/ ， Q f f) =deg (f—q ， Q ， P—q)‘ 

这里只要注意到斥兄,（卬时,/ = /-八其中 r 全连续，从而 
f — 这里 T x { x )^ T { x)^-q 也是全连续的，故 f - q ^ K , 
( U )， 和前面一样可证得系 6. 

还可看到 ， 5. 4. 5 引理 1,2 的结论在此相应地成立. 

系 7 设 AgeK (奶， pef(9D), 而且 1/ O)—srO)l< 

P(P ， f ⑽ )) ( 怎命），则且有 

dog(f y Q 9 p) =deg(g,^,2J). 

证记 r=yo(p,/(3D)), 则 r>0 .令 

fti x )= U — 0/0) + tg(x) (r6X? ， 0<f<l )， 

则当 a : 印时，有 

lf t (^- p \\ = I 艺 ( 〆 ：）一/<>)) + (/00— P ) I 

>11/( 怎〉 —pi — 《 l fi r ( x )~/(- r )l 

>(1-Or>0 (0«1) • 

因此 ,, 由紧同伦不变性，有 

deg(/, O f p) =deg(g, Q, p). 证毕 . 

系 8 设，则对 x\/(3fl ) 的同一连通分支上的一 
切 P,deg(/,fl,p) 是常数 . 

证 设於 X \/(3 D ), 取 e >0, 使 0( p , e ) C ： t \/ (如 3). 对# 

0(p ， e), 由系 6 可得 

deg (/ ， D, q) = deg(/— (q-p) f O,p) 9 
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但由系7,对充分小的 G 有 

< ieg (/—( g - p ),^?, i )) 二 deg (/,0, p )， 

所以 deg ( fyO . q ) = deg (/， Q , y )， 因此 pi ~> deg ( f , 认 p ) 是 X \/ 
(30) 上连续的整数值函数，所以在同一连通分支上， deg (/，: Q , p ) 
是常数.证毕. 

对 Leray - Schauder 度也能引进孤立解的指数的槪念，并建 
立类似 5. 4. 5定理 2(1) 的指标公式，这里从略.下面我们不加证 
明地叙述乘积定理. 

定理2 ( 乘积定理） 设是包含 /( 万）的有界 
开集 ， A = M \ n 3 Q )，\ (i = i ,2 ，…） 是 A 的连通分支，如果^ 
K x ( M) f 2)6<7(/ (扣 ）U ,则 

deg ( go /, D , p ) = Udeg ( g ， A ，, p ) deg (/, D , Aj ) 

最后，我们指出，由于在 ^ 扑度的应用中，重要的是度数具有 
若干良好的性质,例如 ( A ), (込)， （ A ), 而其具体构造并不起特殊 
的作用；另一方面，从前面的讨论可以看出, Brouwer 度和 Leray - 
Schauder 度有许多相似之处，其原因正在于它们都具备性质 ( A ) 
(込 ）， 0>3)，因而以这些基本性质作为公理来建立拓扑度理论，也 
许是更为相宜的.有兴趣的读者可以参看 [4]. 

§5.6 不动点定理 

自从本世纪初 Brouwer 和 Banach 提出了两个著名的不动 
点定理之后，不动点理论成了讨论各类方程解的存在唯一性的重 
要工具.鉴于通常的基础泛函分析教程都介绍了 Banach 的压缩 
映射原理，所以本节前半部分将限于介绍凸紧集上映射的不动点 
定理，其中包括 Brouwer 不动点定理， Schauder 不动点定理以及 
有关的问题.这里，证明 Brouwer 不动点定理时，我们用了 §5. 4 
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所介绍的 Brouwer 度的方法.本节后半部分利用非紧性测度的 

槪念讨论了集压缩映射不动点的存在性，最后，还介绍了关于多值 
映射的 Kakutani 不动点定理. 


5.6.1 Bnumer 不动点定理 

设 r 是到自身的映射，容易知道 :讨论 T 的不动点，即寻 
求映射 /O) 7^ 的零点，由 Kronecker 存在定理，只要/的 
拓扑度不为0,必有零点存在.于是，问题化为讨论/的度数.由 
同伦不变性，这又等价于考察是否有一个度数不为0的映射(例如 
乃与/同伦. 

定理 1 (Brouwer) 设是 R " 中的有界闭凸集，映射 R 
连续，则必有使得 Txo = x 0 . 

证 首先，不妨设 06 D , 否则，任取用«, T ( u ^ x ) 
一 《代替原来的 D 和讨论即可;其次，不妨设 O 含有内点，否 
则，用 span ^ 代替 R » 即可；同样可知，我们不妨设0为幻的一个 
内点. 

如 T 在上有不动点，则定理已证.今设 T 在^^上无不 
动点，考察映射 

h t (xy=x~tTx f x^ ： Q, 

显然,是两元连续函数，且 09,(30). 由性质(/^及说）， 
得 

deg(/ — r, X?, 0) =deg(/, 0 , 0 } =1, 

这样,利用 Kronecker 存在定理, J—I 1 在 O 中必有零点，设为 x 0 , 
即得仏。=仏证毕. 


5.6.2 Schauder 不动点定理 

Brouwer 不动点定理可以推广到賦范线性空间中任一非空 
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凸紧集到自身的映射.为此，先引入一个特殊的凸紧集. 

定义称空间的子集 

为 Hilbert 立方体. 

容易知道, C 是 Z 2 中的凸紧集. 

引理1设 X 是賦范线性空间，反是 X 中的凸紧集，则必存 
在反上的线性映射 A 使幻是 C 中的凸紧集，而且 K—gOO 
是同胚映射. 

证不妨设由于 X 是紧集，所以而可 
析,取可列集 S -={ zn \ n =\ 9 2 f …},使得汉稠于 spmK , 对每个 
取 /» ex + , 使得 

/»( a ：») 1/»!1 

n n 

作映射 

g 9 ^\ ~~> (/#)，/20)，…），尤 ex ， 

显然 d 是 X 到 I 2 的有界线性算子 ,9 UO [ C . 

今证 P 在 spanic 上是单射.实际上，若; r , yespanZ , ar ~ y , 取 

怎 》 e 况，使 )1 > || zy — ; r n 〖，于是 

1/«(工）— /»( y ) l>lfn(iPn) I — \Snix — y-X n ') | 

j|a: —y—ar n j 

〆 n n • 

因为 i 7 是紧集 足 上的连续单射，故而 P 是 足与 〆 X ) 之间的同胚. 
由于9是线性同胚，因此 gun 也是凸紧集.证毕. 

引理2设 P 是 c 到 <7的连续映射,则必存在 yec , 使得 

证作 p 上的算子 

/%0|,怎2, •") = { x u X Zy -^ x nf ()，•••)， 






432_ 第五章非线性映射 __ 

显然， P n ( C ) 可以视为 R n 中的凸紧集,到自身的连 
续映射.由 Brouwer 不动点定理，存在不动点 ： r < B > eP „( C ). 于是 

p ( x in \ FCx (n) )) 

00 

^ P (p n F(x<^, f(^>))< y; 4 - ⑴ 

* - n + 1 ^ 

由于 W n ) ) ec ， 因而存在收敛子列 { P 0 r ( 〜）}. 设有 lim F ( x <n ^) 

n 今 00 

=^ y ^ C , 由 （1) 可得 limx ° tk ' > = y 9 在 (1) 式两边取 = 令々— 00 , 
利用 P 的连续性，得 

pQhF\yY) 二 0, 

即咒 ( y )= y . 证毕. 

引理 3设 iT 是 c 中的一个非空凸紧子集， f 是 if 到 Ti ： 的连 
续映射，则必存在 y & K ， 使得 F ( y ) 

证 对 irec , 取使得 

la :- K^)ll = inf || ar - yl . 

9茫 K 

由变分引理可知，这样的?00是存在且唯一的.今证 

p : C ^ K ： x \ ~~> p ( x ) 

是连续映射.为此，设〜 — a 对{ 〆 〜)}的任一子列，由 z 的紧性 
知必存在收敛子列，设 P ( Xn k )^ ZeK 9 由于 

11^ —? Un t ) 11<1«»* —+ Wx - piX ^ W , 

令 A — oo , 得 |；r — 2 |<|| a :- Kz )| .由 Kr ) 的取法可知 2 = Kz ), 
从而2>(〜)^^0)0—°°)，即: P 连续. 

考察映射尸。:它是连续映射.由引理2,必存在不动 
点 l 因为 ( F ^ p ) { C ) CK 9 故而 yGK ， 但此时 v ( y ) = y ， 所以 

F (^) = y 9 

即沒是 尸的不 动点.证毕. 

定理 1 ( Schauder ) 设 JC 是赋范线性空间，瓦是 叉中的 
ft 紧集，映射 A K -^ K 连续，则必存在 yGfi ：, 使 Fiy ) 二 y . 





证由引理1,存在线性映射 L 使…瓦― g (幻是同胚映射， 
而〆X)是 C 中一个凸紧集.注意到映射 

goFog ~ l \ g { K ) ~^ g ( K ) 

连续，由引理3,存在 zQ(iO, 使得 

g ° F ° g~ l (2) ~ z 9 

取岁⑼，则有斤瓦,而且证毕. 

引理4设 X是 Banach 空间， K < ZX 为完全有界，则瓦的凸 

闭包是紧集. 

证因为 X 是完备空间，所以只要证明完全 有界. 设 e 
>0. 因为尤完全有界，故存在 {h, …， 、}C=K， 使 

^= Cj o ( 2 ‘， +)• 

^ = 1 

记 •••, z n }) =| a ： I 2 2 = 1 对穸 

( < =I i = l ) 

m » 

ecoi ：， 必有 y 二;其中力，…,“ 6 欠,^匕二 1 •设 

< 1 i ** 1 

土尤,记 《(Z) 是1，…，之一，使得 N — 2 n<：c)ll< j ■.于是 

ly—^tiZniyi) [ = H2h(y< — ⑹ ) l<-y, 

但 2M n (y〆 尤1，故而， 

cokc ： (J U ( 2 ) 

x&ocK \ 〆 x&K t 、 / 

考察映射炉： 

n 

it i9 t n ； Z u … 之 n ) I ~~ ^ ^2 iiZt9 

< =1 

它是 [0,l]x … xCC^ qxOJx—x {^} 到上的连续映射，从 
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而心紧.因此&必有有限网认，由 （2) 式易知 Uu 

••3 m } 是巧尺的有限网.证毕. 

定理2 ( Schauder ) 设 X 是 Banach 空间，尤是X中的 
凸闭集， P 是 K 到欠的连续映射,^5是X中的紧集，则必存在 y 
^ K 9 使得/ 

证 记 KfF (幻，则 AC/i ：. 由引理4可知石是凸紧 
集，而足是凸闭集，所以 GiCd 又显然有 

FicoKiX^FdKXZcoK,. 

因而尸可以视为凸紧集到自身的连续映射.由定理1可知， 
必存在 yeii ^ CFCiO , 使得 F ( y ) = y . 证毕. 

利用 Schauder 不动点定理可以得到关于一族交换仿射映射 
的公共不动点的存在性. 

定义设为线性空间，映射满足对任何 z , ye 
X , a , )8>0,a + y? = l 均有 

F (ax + py) =aF{x)^ pF{y), 

就称 F 为仿射映射. 

定理 3 设 X 是陚范线性空间， K 是 X 中的凸紧集, 

1 是 K ^ K 的连续仿射映射的交换族，则必有 y ^ K 9 使得 A 

iy 、： y ， 狀 

证对； iej, 用义表 示映射 /v.ic—ic 的不动点全体.由定 
理1, S ^ 0 . 由于是连续的， 所以义 是闭集；又由干 R 是仿 
射映射，易知及是凸集，所以 &是凸 紧集.今证 

门 S^0 

X^A 

即可.为此，只要证明 {AlAed} 具有有限交性质.设迅，…, F„e 
穸,对应的不动点集合为&，•••,&.当《二1时 ，力乓 0,设当 i< 
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I n— I 

«时门•对斤门有 

b=i i = 1 

^F n (x) i=l， … ，tt — 1 ， 

n - 1 

因此， f „0) e 门 〜 从而有 

i =»l 

/ fi_l \ tt — 1 

门 & f n 成， 

\i=^l J i^l 

再一次利用定理 1, 即知存在 ze n f ] s u 使得 F n ( z )= z , 也就是说， 
z 是 F 1，…， F n 的公共不动点.证毕. 

5.6.3 非紧性澜度 

从上一段容易看出，由 Brouwer 不动点定理推广为 Schau - 
der 不动点定理，需要借助某种紧性条件.为了适当地减弱这类 
条件，我们引入非紧性测度的槪念. 

定义设 X 是度量空间, *0 是 X 中的有界集，记 
os ( D ) = inf { d | 存在有 限个集 ( JS ^ Q } 

称 《( fl ) 为 O 的非紧性澜度. 

由定义容易 知道: 是完全有界集的充要条件是 a ( D ) =0.显 
然，若0和均是 X 中的有界集，那末 

QdQi 时, aOOXc ^ A ) 

at(flU^i) =max(0E(O) ， a(A)); 
aiQ ) = a ( fl ). 

定理 1 设 X 是完备的度量空间， {^„}是叉 中一列单调下降 

oo 

的非空闭集 ,《 u „)^ o , 则门人是非空 紧集. 

n — 1 

证容易知道，只要任何形如的序列 { zj 均有收敛子 
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列，则 a 二门疋必为非空紧集. 

71 — 1 


设 ar # 人 ( b =1，2, …） • 


由定义，存在有限个集此 n ) ，满足 dia 


mS^^a(A n ) +| ， [jS^Z>A n . 

a 


由于〜 -} CZA l 9 故有某个次^包含一无穷子列，设为 Orq 
，…， } ，其中 1 CW — . 

又由，… } CU 2 , 故有 某个^ « 2> 包含一无穷子列，设为 
，巧 〆 ••}，其中 …. 

如此递推，得一列子序列.依次取每个子列的第一个元，构成 
—个新的子序列…}.对任何&，易知 

因为 0, 所以{%,}是基本序列. 由 X 的完 


备性可知它必收敛.证毕. 

现在设叉是陚范线性空间和是叉中的有界集，容易 

看到 

<x(AO) — I A| <x(fl) , 

CC(i? + «fl) +0£(i3|) 9 


其中 AQ = { Xx \ x ^： Q} f + Q 二 { x - i - y { x €； D 9 y 6 flj }. 
引理 1 设 O 是賦范线性空间 X 中的有界集，则 


diamD = diam ( co ^). 

证显然， diamO ^ diamCcoO ). 如果存在 ar ，^ coi ?, 使得 
lor — ylXiiam ^ Q ， 记 ^^ = 00, diamfl )， 则 

如果 QczQ u 因 A 是凸集，它必包含 coO , 此与矛盾;如 
果存在则|名一 ： rJ > diam * Q , 记 D 2 = 0(; s , diami ?) ,则 Oci 
O2 , 但 A 是凸集，所以它包含 coD ， 因而 | a : — arj ^ diamfl , 这又 
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… —— — ■— -— ■ ■ —— —— - 

是矛盾.证毕. 

定理2设叉是赋范线性空间 ，*0 是 X 中的有界集，贝 IJ 

a(coQ) 

证只要证明 aCQXcoD ). 实际上，只要证 os ( coO >< 

«( Q ) 即可.分三步来证明结论. 

⑴取 €>0£(0) ，设及 …， S n 覆盖 Q , diamSi<e {% = 1, 

«). 不妨设 AciO . 取 ei , 使得对 f 二； I ， 

由引理 l , diam ( co&)<£ U 考察『的子集决 

A ={ A = ( A u …， A n ) I \>0(《=1，…， n )，2* 人= 1}， 

对应于人作 r ( A ) C = X : 

Y ( A ) = |^|2：= ^ AjarpariGco ^, i = 1 , …， w j . 

今证 diamrux ^!. 实际上，设 z ^ ey ( A ), x = I ： A i ^, y=s 
Ajo 其中 arfAecoAS ^ ，则有 

\x — y JiCj — tfi Q <2 人 • diatn (co 沒 ! 2A< = e 

( ii ) 记 I " U )= 实际上，显然 OC 

A € -4 

Y{A)^ 又对 ar, yer04 )， 设 a:=2 山 ; Toy^SjUiSr*, 这里汉 =di ， …， 
A»), Oi , …， 〜）， 人 Xo^eco^Ci =!,•••,»). 对 

(0,1 )， 考察 z=^hx+ (1 —A ) 炎易见 

g = y ^ g <， 

• =*S 1 

其中 di = kAi + (l z t = (hAiXi + (1 — A )/(hAt + (1 — 

A)zO, 所以 2er(0)c：ro4)， 这说明 y(]) 是 凸的. 又显然 tu) 
czcoQ ，因此， r (4) = CO 口. 

( iii ) 对 t />0, 记 r ( A ) 的 7? 邻域为 [ F ( A )] n . 对给定的 A ^4 
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和 存在 e 2 >0, 使得 ||A — M ||< e 2 时 

由于4是紧集，故存在4中有限个点…,七的 邻域 
%，使得 (j A 二^，但 

j = 1 

F ( A ) C [ Fa ,)], aeN Jt i = 1,…， V ), 

取 + 0 — h )， 则对 j = …， V ， 

diam ( FOVi ))^ diam ([ F ( A 》],)< diam ( K ( Aj )) -\- 2 tj 

^e v + 2r7<e. 

因此，由 

coQ == YCA)=[jY(iN j ) 

s = i 

和 diatnCFCiV ^ Xf , 得到 a ( coD )< a (* Q ). 证毕. 

5.6.4 集压缩映射的不动点 


通常的压缩映射是指两点间的距离被压缩，集压缩映射则是 
指把集合的非紧性测度压缩. 

定义设叉是度量空间，/:叉—叉是连续映射，如果存在 

[0,1), 使得对 X 中一切有界非紧子集次均有 

a(f(A))^ka(A) 9 

则称/为集压缩映射. 

定理1设 X 是 Banach 空间， K 是 X 中的有界闭凸集 ， /:K 

— K 是集压缩映射，则/在瓦中必有不动点. 

证作 X 的一列子集{瓦„}如下： 

K x ~cof{K) 9 K n ~cof(K n - l ),n — 2, 3 , 

co 

显然，尤„二^ 11+1 ,» = 1,2,〜，易知门是一个闭凸集，今证它是 

n — 1 




§5.6 不动点定理 


439 


紧集.实际上，取使得 

cc(/04))<A ： a(^4) 

对 X 的一切子集 Z 成立,于是， 

a(K n )=a&f(K^O)^a(f(K n ^))^ka(K n .^ 

« k n oUJO , 

oo 

因为所以 limO £ Cft ：„)=0, 从而门仏是非空凸紧集，因 

的 n -l 

/0^„)(=:仏 +1 ，所以 

flf \ K n \^ f ] K n , 

\ u-i / n_l 

00 

由5.6. 2 定理1,/在门岌„中存在不动点.证毕. 

籌 -1 


5.6.5 多值映射的不动点 


最后介绍关于多值映射的 Kakutani 不动点定理.为此我们 
先引入若干基本概念. 

定义 设为度量空间，用 V 表示7的子集全体，称 X 到 
2 r 的映射 为多值映射. 

对多值映射 f ： x ^2 Y , 称 xxr 中的子集 0(/)-{ u , y)| y e 
/00}为/的图形. 

定义 多值映射/:工― 2 y 称为在处是闭的，是 指从％ 
夕，其中 yA/oo 可导致 ye /( x ). 如果/在每一点均是 
闭的，则称/为闭 映射. 

显然，/是闭映射的充要条件是 G (/) 为 Xx r 中的闭集. 

定义多值映射称为在点; rex 处上半连续，是指 

对包含/00的任一开集必存在 iT 的邻域 K , 使得 U f ( z ) dU . 

M €K 
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如果在每一点上/都是上半连续的，则称/是上半连续的映射. 

引理1设 r 是紧集，多值映射2^是闭映射，则/是上 
半连续的. 

证设 a ； ex , 开集 Z 7 ZD /(：0, 今证集合 
是开集，即 F e ={ s ex |/(； s)n ( A ") 与 0} 是闭集.实际上，如果 
{ z n } GX \ V , z n ~> z 9 则必能取到 y n ef ( z n ) n ( Y \ U ), 由 r 的紧性, 
可取到子序列 { y ni }, 使得 y nr > y ^ Y \ u , 因为/是闭映射，所以€ 
/⑻，故而 ye / ⑻门 （7 V 0, 即得汝证毕. 

定义设有多值映射 f ： x ^2\ 如果存在 使得； r 0 e 
/ Or 。)， 则称 a 是/的不动点. 

定理1 ( Kakutani ) 设 X 是 Banach 空间，允是 Z 中的非空 
凸紧集,映射/: 是闭映射,而且对每个点 xeK , Kx ) 均是 

集合 X 的非空凸子集，则映射/具有不动点. 

证 由瓦的 紧性,对任意00,存在有限网;…,: Tq ，定 
义欠上的非负函数 

炉”（工 ）= max (0, e — Ik — 怎 •‘!!） xEK , i =1,2, ••.,》(£)• 

显然，炉,，在夂上连续，且对任意的 xex , 至少有某个 i , 使 < p tt ( x ) 
> o . 定义 

”•‘0) =屮炉 ”0) (i = 1，2,…， «( e )). 

取 w 个点 y M ， y M 6/0,,), 作尺 ：兀- 


t 

九是单值连续映射.由 5. 6.2 定理1，存在 x ^ K , 使得九 00 


~X t . 

再利用尤的紧性,可以得到一列正数{^}和 x * ex 9 使得 
lim^ n = 0, x e (x ) 

秤呤叫 ^ n n n 
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今证 PG /(?) : 记 O s ^{ y \\\ y \\< 6 }( 6 > 0) 9 U A ^ f ( x *) f 仏, 
容易看出只要证明 tef | c / a , 即能由 fix *) 的闭性得到 te 

a>£> 

/(>*)• 

对任意的6>0,%是凸开集，且 /( f ) C ： R . 由引理1,可以 
取到球 I 二 bilk —， B < e }, 使得 /( DC ：%， 再取正整数#，使 

«>iV 时 , e n <^K x en ^K^ 注意到 U 叫 (X 、） >0 时 

么 T 

1^* <« ( ) — I ^ 1 怎 *(” f > ~~„ 1 ~ f ~ 1 ^ t n 一 1 < ^^»~ h _ 2~ < ^^ ， 

其中 e («<) 对这样的 G 便有 

2f #<rt<) e/(^ <n<) ) CZf(KJ <zu d . 

另一方面， 

=2v <(n<) Oy t(ni> ， 

由％的凸性可知气 e %, 令 7140 D ， 则有 ye " Z 7, c :% a ，这就得到 
了作 门〜 证毕. 
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设是自然数，记 B » = { a ；6 R » 1 {^ R »| IWI = 1}- 
引理 不存在以到上的连续可微映射使得 以 - 1 的毎个点都是这 
映 射的不动点. 

证 用反证法.设/是到沪〃上的连续可微映射，并且妒1的每 
个点都是/的不动点.令 

9i^) =f(x)~x x^B n 
ft(x) ^z + tg{x) = 

由于 9 是连续可微的，所以有常数 c 使得 

\\ g ( y ) ~ 9 (^) W ^ c \\ p ~ x \\ Nx ， y ^\ 

如果 使尤 (X) =/〆〆)， 则 

C 

\\z-y\\^\\tg{y)—tg{x)\\^tc\\y — x\\ 9 
因此即当 j 时， A 是妒到炉中的单射. 


夕是 w 个实数 X lf x lf ^* f Z n 的取值于1^的映射，由于夕关于《1，疋1， …， 
x n 的一阶偏导数一致有界,: Tacobi 矩阵是 


胜 



⑴ 


其中/„是《阶单位阵，因此有正数《。，使得当 0« t 0 时,的 Jacobi 矩 
阵是非奇异的.这时，由反函数定理，/,将的内部映成开集 G,(c: 炉). 

任取 <€[0，i。], 考虑集 <? t . 如果;连结 A 与 G 中的点 h 
在线段 Ay 上取点 y 。 是 仏的边 界点.由于是紧集，因此 
从而有沪使八 U D )= y。， 但因妁，所以 aGSr 1 . 由作法， W 1 中的点 
都是九的不动点，八 (A ) 再因为 y。 在线段; r D y 上，可知所以不在 
G t 中的以中的点在厶"- 1 中，即是满射.因此，当代[0,«,] 
时，九是到的双射. 

对于考虑积分 
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令 1 ( 語 ， •••Sh •••‘， 

当 M [ o , G ] 时，由体积的计算公式可知是 W 的体积）.但由 
(1) 式，显然 /( t ) 是 i 的多项式，因此 VK [0, l ],/( O 三然而八即为/, 

/•/=1，因此 

— */ = t ) 1«7?， 

… ,^^)=0 Wx & B n ， 

\ 9 Xi 9 xJ 

所以/(1) = 0,与 J (*)= K »>0 矛盾.证毕. 

推论设/是到 B " 中的连续可微映射，則/至少有一个不动点. 

证用反证法，如果/是到中的连续可微映射，且/在5” 中无不 
动点，对于，以 / O ) 为起点，连结 / O ) 与2作半直线，它与厶 " 1 的交点 
记为穿 O ). 这样作出的穿是 W 到沪一 1 的连续可微映射，且中的点都是 
的不动点，与引理矛盾， 证毕. 

定理 (Brouwer 不动点定理）设 f 是 B " 到 B " 中的连续映射，则/至少 
有一个不动点. 

证由 Weierstrass 一致逼近定理，对于 v = l ,2,3 ，… ，有多项式尸 〆 即 
P 9 的每个分量均为 x ,, 的多项式），使 


在5•上，再作仏如下： 

( P . Cx ) 

Q^) = \ P v {x) 

1 \\ PrG ) J \ 


当 IM %0 r)IKl 时, 
当 时. 


于是，每个 C 是到 B ” 的连续可微映射.由引理的推论，认有不动点; r / 
B »( v = l , 2,…）.在 { h } 中必有收敛的子点列，不妨设 { A } 是收敛的.设 


A — %€以，于是 

||/0 r fl ) — a ： 0 | J ^| l /( a ： fl ) ~ J ( x r ) || + ||/0 r ，) 
- Q v ( x v )\\^\\ x p - x d \\ 


令 V — OO , 即得/(2。） ^ x QP 因而 / 有不动点 Z 。， 证毕 • 
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索引 


(主要名词和主要定理) 


三 画 

下半连续泛函 5.3.2® 

五 画 

平稳贿机过程 2. 5.3 

可测变换 2.4.3 

正元 4.5.4 

正则元 4.1.1 

正则点 4.1.1 

正常元 4.5.1 

正泛函 4.4.2 

凸集 3.3.1 

凸泛函 5.3.2 

对舍 4.4.1 

代数 4.1.1 

Banach 〜 4.1. 1 

对称 Banach 〜 4. 4 . 1 

C 蓴〜 4 . 5. 1 

Von Neumann 〜 4. 5. 3 

Wiener 〜 4. h 4 

% mrnrnmm 

/、 111 

同胚 3.1. 4 

同态 3* 2* 1 

同伦 5. 4* 5 


C 1 〜 

紧〜 

向量值函数 
〜的弱导数 
〜的强导数 
几乎可分值的〜 

可分值的〜 

弱可测的〜 

弱连续的〜 

强可测的〜 

强连续的〜 

向置值测度 
〜的可列可加性 

〜的绝对连续性 
〜的 Radon-Nikodym 

性质 

半有界变差的〜 

有界变差的〜 

七 画 

极限 

Banach 〜 

归纳〜 

投影〜 

条件 

局部 Lipschitz 〜 


5 

5 


5 


2 

2 

2 


2 


4 

4 

4 


4 

4 

4 


3 


2 

2 

2 

2 


2 

3 


4 


3.4.4 
3_ 4.6 
3,4,6 

5.3.4 


① 5.3. 2 表示第五章 § 3 第 2 段 . 






Palais-Smale 
局部极小 


5. 3.4 
5.3.1 


八 面 


拓扑 

乘积〜 

诱导〜 

商〜 

弱〜 

弱 * 〜 

有界弱 * 〜 

拓扑度 
〜的标准性 
〜的可加性 
〜的同伦不变性 
Brouwer 〜 
Leray - Schauder 

空间 

拓扑〜 

度量〜 

线性〜 

拓扑线性〜 

局部凸〜 

囿〜 

桶式〜 

賦范线性〜 
Banach 〜 
Frechet 〜 
Mackey 〜 
Hilbert 〜 

定理 


3.1.5 
3 . 1.6 
3*3.4 

3.3.4 

3.3.5 
3.4.4 
3. 4.5 


5.4. 5,5. 5.3 
5. 4. 5,5* 5, 3 
5. 4. 5,5. 5* 3 
5- 4.4 
5.5.2 


3.1. 1 
3.1.6 
3.2.1 
3. 2.1 
3.3*3 


3. 4.2 
3. 4.4 
3.4.2 
0 , 4,2 
3. 4,3 
3.4.4 


开映射〜 3.4*4 

双 范数〜 3.4.4 

逆算子〜 3.4.4 

谱分解〜 4.5.3 

一致有界〜 3.4.2 

切除〜 5. 4. 5,5. 5_ 3 

局部反函数〜 5. 2.3 

简化〜 5.5.2 

乘积〜 5. 4. 5,5. 5* 3 

隐函数存在〜 5.2.2 

Abel 遍历〜 2 . 4 , 4 

AlaogJu 〜 3. 3* 5 

Birkhoff 个别遍历〜 2.4.2 

Brouwer 不动点〜 5. 6. 1 

Dunford 〜 1* 4 . 4 

Hahn - Banach 〜 3_ 3* 2 

Kakutan 不动点〜 5, 6.5 

Kronecker 存在〜 5. 4* 5, 5.5. 3 
Leray - Schauder 〜 3, 3. 6 

Mackey - Arens 〜 3. 4. 3 

Po incare - Boh 1 〜 

5_ 4* 5, 5. 5, 3 
Sard 〜 5. 4. 2 

Schauder 不动点〜 5, 6.2 

Stone 〜 2.5.2 

Stone-Weierstrass^- 4, Z. 1 

V itali-Hahn-Saks 〜 1.4.7 

Von Neumann 平均 
遍历〜 2.4.2 

Wiener 〜 4.2. 4 

rejiwfaHA — HafiMapK 〜 4.5. 1 

KpeftH-MajibnaH 〜 3.3, 6 




KpeftH-IliMyjibyiH 
Thxohob 〜 
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3. 4.4 


表示 

既约〜 

线性算子 

有界 n - 〜 

对称〜 

具有 Riesz 表示的算子 
单参数酉算子群 
非紧性测度 
抽象 Cauchy 问題 


3. 1.5 

4. 4.2 
4.4.2,4.4.3 

4.2.2 


5.1.3 

5.1.3 

5.1.3 

1. 4.5 

2. 5_2 
5. 6.3 
2 + 3-2 


九 画 


映射 

C p 〜 5. 2, 1 

仿射〜 5.6.2 

全连续〜 5.5.1 

多值〜 5. 6.5 

闭的多值〜 5.6.5 

上半连续的多值〜 5. 6.5 

集压缩〜 5.6.4 

紧〜 5,3*2 

保测变换 2.4.3 

+ ® 

积分 

算子值函数的〜 1.3_4 


数值函数关于向量值测度 
的〜 

Bochner 〜 


Haar 〜 

Pettis 〜 

Riemann 〜 

十一面 


Hamel 〜 

Schauder 〜 

有界完备 Schaader 〜 

十二画 


定向〜 

紧〜 

有界〜 

完全有界〜 
均衡〜 
吸收〜 
完备〜 





画 


微分 

弱〜 

强〜 

髙阶弱〜 

髙阶强〜 

滤子 

超〜 

Cauchy 〜 

十四画 



3.2. 1 
1.4.4 
1.4.4 


3 

3 

3 

3 

3 

3 

3 


1. 4 

2. 4 
2.4 
2 . 1 
2. 4 
2.6 



1. 4.8 

1.3.2 算子半群 





平移〜 

Oft 类〜 

o 0 类〜的无穹小母元 
Co 类压缩〜 


算子值可测函数 
谱点 
谱 

谱半径 


